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(Prefécio a Segunda Edicao

A primeira edigdo deste livro teve como objetivo principal apresentar, de maneira clara e
progressiva, a construgdo dos nameros, partindo de fundamentos rigorosos. Recebemos com
satisfacdo o interesse demonstrado pelos leitores e estudantes que, com seus comentarios e
sugestdes, motivaram-nos a aprimorar esta obra.

Nesta segunda edicdo, além de revisar e ajustar alguns trechos da exposigdo tedrica, acres-
centamos uma nova segdo de exercicios propostos ao final de cada capitulo. Estes exercicios
tém como finalidade permitir que o leitor consolide os conceitos apresentados, exercitando a
construcao do raciocinio matematico de maneira gradual e ativa.

Ao final do livro, apresentamos também algumas solugbes para os exercicios propostos.
Entretanto, recomendamos fortemente que essas solug¢des sejam consultadas apenas ap6s ten-
tativas sérias e persistentes de resolugdo por conta prépria, de modo a favorecer o verdadeiro
desenvolvimento da compreensdo dos fundamentos apresentados.

Esperamos que esta nova edicdo, agora enriquecida com atividades, sirva nao apenas como
instrumento de leitura, mas também como fonte de trabalho e reflexao para todos que desejam
compreender mais profundamente os fundamentos da Matematica.

A todos os leitores, antigos e novos, agradecemos a confianga e o interesse. Desejamos uma
leitura proveitosa e instigante.

Antonio Wilson Vieira



(1. Linguagem de Conjuntos

1.1 Introducao

de ponto.
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1.2 Conjuntos
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1.3 Igualdade e Inclusio de Conjuntos
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1.4 Operagdes entre Conjuntos
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AUB ANB A-B

Figura 1.2: llustragdo para operagdes entre conjuntos usando diagramas de Venn.

d) B—A={2,4}.

As operagdes de unido, intersegdo e diferenca entre conjuntos satisfazem algumas propriedades conforme
enunciado nas proposi¢des seguintes.

Proposic@o 1.3 Dados os conjuntos A, B e C, sdo validas as seguintes propriedades:

a) AUD=A;

b) AUA = A (Idempoténcia);

¢) AUB = BUA (Comutatividade);

d) (AUB)UC =AU (BUC) (Associatividade);
e) (AUB)NA = A (Propriedade simplificativa);

f) AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Distributividade).

Demonstracdo: Para mostrar que as igualdades se verificam, precisamos mostrar que se verificam
as inclusdes nos dois sentidos.

a) Devemos mostrar que AUO C Aeque A C AUD.
(i) Dado x € AUO, temos por defini¢do que x € A ou x € 0. Como néo existe x tal que x € 0,
concluimos que x € A. Portanto, AUQ C A;
(ii) Dado x € A, temos que x € AUB, qualquer que seja o conjunto B. Em particular, se x € A
vale x € AUQ. Portanto, A C AU0.
Por (i) e (ii), concluimos que AUO = A.

b) Devemos mostrar que AUA CAequeA C AUA.
(i) Dado x € AUA, temos que x € A oux € A, De qualquer sorte, x € A. Portanto, AUA C A;
(i) Dado x € A, temos que x € A UB, qualquer que seja o conjunto B. Em particular, se x € A
vale x € AUA. Portanto, A C AUA.
Por (i) e (ii), concluimos que AUA = A.

¢) Devemos mostrar que AUB C BUAeque BUA CAUB.
(1) Dadox € AUB, temos que x € A ou x € B, que pode ser escrito como x € B ou x € A.
Logo, x € BUA e, consequentemente, AUB C BUA.
(i) Analogamente, se x € BUA, temos que x € AU B. Portanto, BUA C AUB.
Por (i) e (ii), concluimos que AUB = BUA.
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d) Exercicio.
e) Exercicio.

f) Devemos mostrar que AU(BNC) C (AUB)N(AUC) e que (AUB)N(AUC) CAU(BNC).

(i) Dadox € AU(BNC), temos que x € A oux € BNC. Se for x € A, entdo valex € AUB
ex€AUC, donde x € (AUB)N(AUC). Se forx € BNC, temos que x € Be x € C,
dondex e AUB ex € AUC, ou seja, x € (AUB)N (AUC). De qualquer sorte, temos
x€ (AUB)N(AUC) e, portanto, AU (BNC) C (AUB)N(AUC);

(if) Dadox € (AUB)N(AUC), temos que x € (AUB) e x € (AUC). Temos duas possibilida-
des,x € Aoux ¢ A. Se forx € A, entdo x € AU(BNC). Se for x ¢ A, como x € (AUB)
ex € (AUC),valex € Bex € C, ouseja, x € (BNC), donde x € AU(BNC). Portanto,

(AUB)N(AUC) C AU(BNC).
Por (i) e (ii), temos que AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

Proposi¢c@o 1.4 Dados os conjuntos A, B e C, sdo vélidas as seguintes propriedades:

a) ANO=0;

b) ANA = A (Idempoténcia);

¢) ANB = BNA (Comutatividade);

d) (ANB)NC =AN(BNC) (Associatividade);
e) (ANB)UA = A (Propriedade simplificativa);

f) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (Distributividade).

Demonstragdo: Exercicio.

A proposic¢ao seguinte estabelece formas equivalentes de dizer que um conjunto A é subconjunto de um conjunto
B.

Proposi¢cdo 1.5 Sejam A e B conjuntos quaisquer. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) ACB;

(b) AUB=B;
(c) ANB=A;
(d A—-B=0.

Demonstrac@o: Mostremos que (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).

(a) = (b) Sejax € AUB. Entdo, x € A oux € B. Como A C B, concluimos que x € B. Logo,
AUB C B. Sempre é certo que B C AUB. Portanto, a igualdade se verifica.

(b) = (c¢) Segue da propriedade simplificativa e da comutatividade da interse¢do. Com efeito,
AUB =B implicaque ANB=AN(AUB) = A.
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(a) SeA={1,2,3,4,5,6,7} e B={1,3,5}, temos que 08 = {2,4,6,7};
(b) SeA=NeB={xcN|xépar},entio (8 = {x € N|xéimpar};

() SeA=QeB={xcQ; x*>2},entio 08 = {xc Q | »* < 2}.

No caso do exemplo (c), acima, nio precisamos usar a desigualidade x> < 2, pois, como veremos no Capitulo
6, ndo existe x € Q tal que x> = 2.

Proposicdo 1.7 Considere A um conjunto e seja B C A. Entéo valem as igualdades:

a) BULB =4;

b) BNCE =0.
Demonstragd@o: Mostremos que, em cada caso, as inclusdes se verificam em ambos os sentidos.

a) Mostremos que BU Cg CAequeACBU Cg.

(i) Dado x € BUUE, temos que x € Boux € (A—B). Sex € B,como BC A, valex € A
e, se x € (A — B), também vale x € A. Entdo, de qualquer sorte, temos x € A. Portanto,

BUCE c A.
(ii) Dado x € A, vale uma das possibilidades: x € B ou x ¢ B. Isso implica que x € B ou

x€ (A—B),ouseja, x € BUUﬁ. Portanto, A ¢ BUC5;
Por (i) e (ii), temos que BU LB =A.
b) Exercicio.

Proposicdo 1.8 (Leis de De Morgan) Se A é um conjunto arbitrédrio e X,Y C A, entdo

a) Cfuy = Cf{ OCX;

by CXY = CXUCY,

Demonstracd@o: Decorre imediatamente da Proposicdo 1.6.

Quando se se considera um conjunto universo U, que contém todos 0s conjuntos em um contexto, usamos
A€ para indicar o complementar de A em relagdo a U. Nesse caso, A = C;‘j. Usando essa notac¢io, decorre
imediatamente das proposi¢des anteriores que:

a) AUA=U;
b) ANA® =0;
) (AUB)® =A°NB;
d) (ANB)° =A°UBE.
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1.5 Produto Cartesiano
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1.6 Exercicios
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6.

7.

14.

¢) 0c{o} f)0={0,{0}}

Considere os conjuntos Z+ = {x€ Z | x>0} e Z~ = {x € Z | x < 0}. Determine os seguintes conjuntos.
a Zt -7~

b) ZtNZ~
¢) ztuz~
Dados os conjuntos A = {—2,—1,0,1}, B={-2,0,5,7} e C = {-3,1,4,6}, determine
a) ANB. i) (ANC) UB.
b) AUB. k) (BNC)U(ANB).
) ANC. 1) (AUB)N(ANC).
d) AUC. m) A — B.
e) BNC. n) B—A.
f) BUC. 0)A—C.
g (ANB)UC p) C—A.
h) BN(AUC) q) (BNC) —A.
i) (BNC)UuA r) (AUB) — (ANC).

. Diga se cada uma das seguintes asser¢des é falsa ou verdadeira. Demonstre-a, quando verdadeira, e dé

um contra-exemplo, quando falsa.
a) AUB=AUC=B=C
b) ANB=ANC=B=C

. Considere A= {m € Z |mépare0 <m< 10} e B= {n € Z | n* — 8n+ 12 = 0}. Determine

a) A—B.
b) B—A.
c) Eg.

. O diagrama de Venn para os conjuntos X,Y e Z decompde o plano em oito regides. Numere essas

regides e exprima cada um dos conjuntos abaixo como reunifio de algumas dessas regides. (Por exemplo:
XNY =1U2)

) (XCUY)©
) (Xeuy)uze
¢ (X°Ur)u (XﬂZC)
d) (XUY)°n

. Dados A e B subconjuntos de um conjunto universo U, mostre que

a) (A=A
b) A C B se, e somente se, B¢ C A°.
c) A =0 se, e somente se, A=

. Dados os conjuntos A = {1,3,4} e B={—2,1}, obtenha os seguintes produtos cartesianos e represente-

os graficamente.
a) AxB.
b) BxA.
c) A% (A2=AxA).
d) B

. Dados os conjuntos A = {x e R| 1 <x<2}eB={xe€R| —1<x< 1}, represente graficamente os

seguintes produtos cartesianos.
a) AXB.
b) B xA.
c) A2,
d) B2
Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B={x € R| 1 < x <4}. Represente graficamente os seguintes

conjuntos.
a) AXB.
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b) B xA.
¢c) (AxB)U(BxA).

15. Dados os conjuntos A, B, C e D, mostre que (ANB) x (CND) = (Ax C)N(Bx D).

16. Considere os conjuntos abaixo:
F = conjunto de todos os fildsofos
M = conjunto de todos os matemadticos
C = conjunto de todos os cientistas
P = conjunto de todos os professores

Exprima cada uma das afirmativas abaixo usando a linguagem de conjuntos.
a) Todos os matematicos sdo cientistas.
b) Alguns matemadticos sdo professores.
¢) Alguns cientistas sdo fildsofos.
d) Todos os filésofos sdo cientistas ou professores.
e) Nem todo professor é cientista.
f) Alguns matemadticos sao fildsofos.
g) Nem todo filésofo é cientista.
h) Alguns filésofos sdo professores.
i) Se um filésofo ndo é matemdtico, ele é professor.
j) Alguns filésofos sdo matematicos.



(2. Correspondéncias e Relacoes

2.1 Introducéo
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2.2 Correspondéncias
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2.3 Aplicagdes ou Fungdes
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2.4 Aplicacdo Composta
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2.5 Aplicacéo Inversa
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2.6 Relagdes Sobre um Conjunto
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2.7 Relagdes de Equivaléncia
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2.8 Classes de Equivaléncia
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2.9 Conjunto Quociente como Partigdo

2.10 Relagdes de Ordem
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2.11 Limites Superiores e Inferiores
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2.12 Exercicios
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b) f(f'(B)) CB.

9. Mostre que, na questdo anterior, as inclusdes no sentido contrdrio podem néo ser verdadeiras. Use
contraexemplos.

10. Abaixo estdo indicadas algumas aplicacdes de E = {a,b,c,d} em F = {0,1,2,3,4}. Quais sdo injetivas?

a) fi = {(a,O),(b,1),(6‘,2),(d,4)}

b) /o= {(a I)v (b,Z),(C 3)7(‘17 1)}
c) fz= {(a,Z),(b,4), 573)7(dv0)}
d) f4 = {(a 3)7 (b70)»(670)7(d74)}

11. Quais das seguintes aplicacdes de E = {a,b,c} em F = {0, 1} sdo sobrejetivas?

a) fl = {(a70)7 (b,O),(c,O)}

b) f2 = {(a,()), (b,O),(C 1)}
) f3= {(a7 1)7(b70)7 G, 1)}
d) fa = {(a,l),(b,l),(c, 1)}

12. Sejam A = {1,2,3}, B={4,5,6,7} e C = {8,9,0}. Seja f :A — B dada por f(1) =4, f(2) =35,
f(3) =6. Seja g: B— C dada por g(4) =8, g(5) =8, g(6) =9 e g(7) = 0. Quais sdo os pares
ordenados de go f? A fun¢do go f é injetiva ou sobrejetiva?

13. Determine todas as aplicagdes injetivas de A = {1,2} em B = {3,4,5}.

14. Considere que f : A — B é uma aplicagdo, e que A e B sdo conjuntos finitos com mesmo niimero n de
elementos. Mostre que f € injetiva se, e somente se, f € sobrejetiva.

15. Determine todas as sobrejegdes de A = {1,2,3} em B = {4,5}.
16. Se f: E — F é uma aplicagiio e A C E, mostre que f ¢ bijetiva se, e somente se, f(AC) = (f(A))C.

17. Sejam f, g, h funcdes reais definidas por f(x) =x—1, g(x) =x>+2 e h(x) =x+ 1.
a) Determinar fog, foh, goh,gof,hofehog.
b) Verificar que (fog)oh= fo(goh).

18. Considere as fungdes f : R — R, dada por f(x) = 2x+7, e a composta fog: R — R, dada por
f(g(x)) = 4x? — 2x+ 3. Determine a fungdo g.

19. SejaA={x€Z|1<x <50} Enumere os pares ordenados definidos pelas seguintes relagdes bindrias
sobre A:
R ={(xy) €AxA|x =y}
b)Ry = {(x,y) EAXA|x=—y}
C)R3 ={(x,y) €A x A | xy=49}.

20. Verifique se as rela¢des bindrias sobre o conjunto A = {a,b,c,d} satisfazem as relagdes reflexiva,
antirreflexiva, simétrica, transitiva, antissimétrica, circular ou conexa.

a) Ry = {(a,a), (b,b),(c,¢),(d,d)}

b) Ry = {(a,b), (b,c), (c,d),(d,a),}

¢) Ry = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b), (b,c),(a,c)}
d) Ry = {(a b)7 (b a),(c,d),(d,a)}

6) R5 =AXA

f)Rg =10

21. Dado o conjunto E = {a,b,c,d}, use diagrama de flechas para enumerar todas as relagdes bindrias sobre
E que sejam de equivaléncia.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Sobre o conjunto R x R é definida a rela¢@o R da seguinte forma:
(a,b)R(c,d) & a*> +b* =+ d>.

a) Mostre que R € uma relagdo de equivaléncia.

b) Descreva, geometricamente, as classe (0,1).

Sobre o conjunto E = {1,2,3,4,5,6} é definida a relagfo de equivaléncia R, dada por
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,2),(2,1),(4,5), (5,4),(4,6),(6,4),(5,6), (6,5)}-
a) Quantas classes de equivaléncia sdo determinadas pela relagdo R?
b) Encontre a classe 4.
¢) Encontre o conjunto quociente E /R.

Dado o conjunto E = {a,b,c,d,e, f,g}, descreva os pares ordenados da relacdo de equivaléncia deter-
minada pela parti¢do . = {{a,d},{b},{c,e,f,g}}.

Seja E = {a,b,c}. Considerando os possiveis pares de subconjuntos X,Y C E, e fixado um subconjunto
A C E arbitrdrio, é definida a rela¢do R dada por XRY se, e somente se, X V1A =Y NA. Mostre que R é
uma relacdo de equivaléncia e faga o diagrama de flechas da relagdo R, quando A = {c}.

Uma relagdo R sobre o conjunto E = {a,b,c,d} pode ser, simultaneamente, de equivaléncia e de ordem
parcial? Se ndo, explique. Se sim, dé exemplo.

A relagio sobre E = {—3,-2,—1,0,1,2,3} dada por xRy se, e somente se, x? <y? é uma relagdo de
ordem parcial? Explique.

Seja o conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e E = A x A. Crie uma relagéio R sobre E que seja de
ordem total.

Faca o diagrama simplificado da relagdo de ordem parcial por divisibilidade no conjunto E dado por
E ={1,2,4,5,10,20} e determine os limites superiores, limites inferiores, supremo, infimo, méximo e
minimo do subconjunto A = {2,4,10}.

Faca o diagrama simplificado da relagdo de ordem parcial por inclusio (C) no conjunto das partes de
E ={a,b,c} e determine os limites superiores, limites inferiores, supremo, infimo, maximo, minimo,
maximais e minimais do subconjunto A = {{a}, {b},{a,b}}.



(3. Numeros Naturais

3.1 Introducdo
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3.2 Axiomas de Peano
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i) 1+n=n+1;
iii)y m+1=n+1=>m=n.

iv) s™(n) #n
Demonstragéo:

i) Observe que m+ (n+1) = 5"+ (m) = s(s"(m)) = s(m+n) = (m+n) + 1. Em outros termos,
podemos escrever m+s(n) = s(m+n).

ii) Se X={ne N;1+n=n+1}, temos que 1 € X pois 1 +1 =1+ 1. Além disso, supondo
por hipétese r € X, teriamos 1+ r = r+ 1. Nesse caso, observe que 1 +s(r) =1+ (r+1) =
(147r)+1, por (i). Usando a hipétese, teriamos 1+ s(r) = (r+ 1) + 1 = s(r) + 1. Portanto,
s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.

iii) Vejaque m+1=n+ 1= s(m) = s(n). Como s é injetiva, teremos que m = n.

iv) Exercicio.

Enunciamos agora importantes propriedades da operacdo de adi¢do no conjunto dos niimeros naturais. As
propriedades associativa, comutativa e lei do corte aqui estabelecidas permitem as manipulac¢des algébricas que
sdo usadas frequentemente.

Proposic@o 3.2 Para todo m,n, p € N, valem as seguintes propriedades:

a) (m+n)+p=m+ (n+ p) (associatividade);
b) m+n=n+m, para todo m,n € N (comutatividade);
¢) m+p=n+ p,implica que m = n (lei do corte).

Demonstracdo:

a) Seja X = {p € N;m+ (n+p) = (m+n)+p}, com mn € N. Temos que 1 € X, pois
m+(n+1) = (m+n)+ 1 (Proposi¢do 3.1). Considere, por hipétese, que r € X, ou seja,
m+ (n+r) = (m+n)+r. Se essa hipétese implicar m + (n+s(r)) = (m +n) +s(r), teremos
que s(r) € X e, pelo Axioma (A3), que X = N. Veja que

m+(n+s(r)) =m+s(n+r) (pela Proposigéo 3.1)
=s(m+ (n+r)) (pela Proposi¢do 3.1)
=s((m+n)+r) (pela hipétese)
= (m+n)+s(r). (pelaProposigdo 3.1)

Entdo, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N. Portanto, para todo m,n,p € N vale a
associatividade.

b) Seja X = {n€ Nym+n=n+m}, commée N. Temos que 1 € X, pois m+1=1+m
(Proposigdo 3.1). Considere por hipétese que r € X. Se essa hipitese implicar s(r) € X,
teremos, pelo Axioma (A3), que X = N. De fato, m+s(r) =m+(r+1)=(m+r)+1=
(r+m)+1=r+(m+1)=r+(14+m)= (r+1)+m=s(r)+m. Ouseja, m+s(r) = s(r)+m,
donde s(r) € X. Pelo Axioma (A3), temos que X = N. Entilo, para todo m,n € N vale a
comutatividade.

SejaX = {peN;m+p=n+p = m=n},comm,ncN. Temos que 1 € X, pois m+1 =
n+1=-m = n (Proposicdo 3.1). Tome por hipétese que r € X, ou seja, m+r = n+r implica
que m = n. Se essa hipétese implicar s(r) € X, teremos, pelo Axioma (A3), que X = N. De

C

~
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Proposicdo 3.4 A multiplicagdo entre niimeros naturais satisfaz as seguintes propriedades:

a) (m+n)-p=m.p-+n-p, paratodom,n, pc N (distributividade);
b) m-n=n-m, paratodom,n € N (comutatividade);

¢) (m-n)-p=m-(n-p), paratodom,n,p € N (associatividade);

d) m-p=n-p,implica que m =n, paratodo m,n € N (lei do corte);

Demonstragdo: A demonstragio dessas propriedades se faz pelo Axioma (A3).

a) SejaX ={peN;(m+n)-p=m-p+n-p} comm,n e N. Temos que 1 € X, pois (m+n)-1=
m-1+n-1=m+ n. Suponha, por hipétese, que r € X, ou seja, que (m~+n)-r=m-r+n-r. Se
essa hipétese implicar que s(r) € X entio, pelo Axioma (A3), teremos que X = N. Vejamos:

(mt ) -5(r) = (m+n) (1)
= (m+n)-r+(m+n)
=m-r+n-r+ (n+m)
=m-r+(n-r+n)+m
=m-r+n-(r+1)+m
=m-r+m+n-(r+1)
=m-(r+1)+n-(r+1)
=m-s(r)+n-s(r)

Portanto, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.

b) SejaX = {peN;m-p=p-m} comm e N. Temos que 1 € X, pela Proposi¢io 3.3. Suponha,
por hipétese, que r € X, ou seja, que m-r = r-m. Se essa hipdtese implicar que s(r) € X entdo,
pelo Axioma (A3), teremos que X = N. Vejamos:

m-s(r)=m-(r+1)
=m-r+m

r-m+m-1

r-m+1-m
(r+1)-m

=s(r)-m

Portanto, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.

c) Exercicio.
d) Exercicio.

Um conjunto é dito Conjunto Numérico quando ¢ munido de uma adi¢do e uma multiplicacdo, tais que tanto a
adi¢do como a multiplicagdo sdo comutativas e associativas e, além disso, a multiplicagio é distributiva em
relagdo  adigdo [9]. Nesse sentido, o conjunto N, com as operacées de adi¢io e multiplicacio aqui definidas.
é um conjunto numérico.



48 Fundamentos de Matemdtica para Licenciatura - Da Construgao dos NiUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real

3.5 Relacéo de Ordem nos Naturais



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos Nimeros as Fungdes Reais de Variavel Real 49

3.6 Conjuntos Finitos e Infinitos
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3.7 Conjuntos Enumeraveis
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. Considere a sentenca aberta em N dada por

P(n):2+4+4+---+2n=n(n+1)+2.

Nessas condi¢des, mostre que:
a) Qualquer que sejan € N, se P(n) é verdadeira, entdo P(n+ 1) é verdadeira;
b) P(n) nio é verdadeira para nenhum valor de n € N.

. Se a,b,c € N, mostre que se a < b, entdo a-¢ < b-c [10].

. Sejam a,b € N, entdio a < b se, e somente se a+1 < b [10].

. Dados a,b € N, prove que existe m € N, tal que b < m-a [1].

. Prove que se o conjunto A possui 7 elementos, n € N, entdo P(A) possui 2" elementos [1].

. Obtenha uma decomposi¢ao N=X,UX,U...UX,,...tal que os conjuntos X1, Xz, ...Xp,. .. sdo infinitos

e dois a dois disjuntos [1].

. Se X e Y s@o conjuntos enumerdaveis, prove que X UY também é enumeravel.
. Dado n € N, prove que nio existe x € N, tal que n < x < n+ 1 [1].

. Usando as propriedades comutativa e associativa da adi¢@o, mostre que existem doze modos de somar a,

becemNTI1].

. (Banco de Questdes da OBMEP 2013, questdo 1) Cldudia gosta de brincar com nimeros de dois ou

mais algarismos. Ela escolhe um desses nimeros, multiplica seus algarismos e, caso o produto tenha
mais de um algarismo, ela os soma. Ela chama o resultado final de transformado do nimero escolhido.
Por exemplo, o transformado de 187 é 11, pois 1 x 8 x 7= 56 ¢ 5+ 6 = 11; jd o transformado de 23 ¢é
6, pois 2 x 3 = 6.

a) Qual é o transformado de 79?

b) Quais sdo os nimeros de dois algarismos cujo transformado é 3?

(Banco de Questdes da OBMEP 2013, questdo 6) Ana e Cristina estdo jogando contra Beatriz e Diana.
No inicio de cada partida, elas embaralham nove cartdes numerados de 1 e 9 e cada uma pega dois
cartdes, sobrando sempre um cartdo na mesa. Cada menina calcula seus pontos somando os nimeros de
seus cartdes e o nimero de pontos da dupla é a soma dos pontos das duas parceiras. Vence a dupla que
fizer o maior nimero de pontos. Veja um exemplo de uma partida na tabela abaixo.:

| Ana [ Cristina | Beatriz | Diana |
Cartdes Retirados led 5e7 2e9 3e6
Pontos de cada Menina | 1+4=5 | 5+7=12 | 2+9=11 | 3+6=9

Pontos da dupla Ana e Cristina: 5+ 12 = 17. Pontos da dupla Beatriz e Diana: 11 49 = 20. Resultado:
Beatriz e Diana ganharam, pois 20 € maior do que 17.

a) Numa partida, Ana e Cristina tiraram somente cartdes com niimeros impares, e sobrou o cartdo
de niimero 7. Qual foi o resultado da partida? Por qué?

b) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartdo de niimero 8? Por qué?

¢) Uma partida pode terminar empatada se sobrar o cartdo de nimero 5? Por qué?
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(4. Numeros Inteiros

4.1 Introducao
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4.2 0s Numeros Inteiros
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4.3 Adicdo com Numeros Inteiros
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4.4 Multiplicagdo com Numeros Inteiros
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M4) (r+s)-t =r-t+s-t (Distributividade);
M5) Set#0 e r-t=s-t, entdor=s.

Demonstrag@o: Para demonstragio, tomamos a,b,c,d, e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e
t = (e, f). Assim, temos:

MI) Usando a comutatividade da adi¢io e da multiplicacio sobre N, temos

—T@h) ©d)
=(a-c+b-d,a-d+c-b)
=(c-a+d-b,c-b+a-d)

=(c,d)-(a,b)=s-r.

M2) Usando a distributividade da multiplicagio em relagio & adicio em N, temos

(r-s)-1t = (@b)-(e.d)) - (e. )

=(a-c+b-dya-d+c-b)-(e,f)
(a-c+b-d)-e+(a-d+c-b)-f,(a-c+b-d)-f+e-(a-d+c-b)
=(a-c-etb-d-eta-d-f+cb-fiac-f+b-d-fH+e-a-d+e-c-b)
=(a-c-eta-d-f+b-c-f+b-e-dya-c-f+a-e-d+c-e-b+d-f-b)
=(a
=

(ce+d-f)+b-(c-f+e-d),a-(c-f+e-d)+(c-e+d-f)-b)
a,b)-(c-e+d-f,c-f+e-d)
=(@b)-((ed)-(e.f) =r(s-0)

M3) Por defini¢do, +1 = (a+ 1,a) para todo a € N. Em particular, temos +1 = (2,1). Pela
Proposi¢do 2.8, temos (2-a+b,a+2-b) = (a,b). Entdo, temos

re(+1) =(a,b)- (2,1)
=(a-2+b-l,a-1+2-b)
= (2a+b,a+2b)

= (a,b)=r.

M4) Usando a distributividade da multiplicagdo em relagdo a adicio em N, temos

(r+5) -t = (@) +{e.d)) - (e.f)
=(a+c,b+d)-(e,f)
=((a+c)-e+(b+d)-f,(a+c) f+e-(b+d))
=(a-et+c-e+b-f+d -fia-f+c-f+e-bte-d)
=
=(
=

a-e+b-f+c-e+d-fia-f+eb+c-fte-d)
a-et+b-fia-f+e-b)+(c-et+d-fc-f+e-d)
a,b)-(e,f)+(c,d)-(e,f) =r-t+s-1.

MS5) Exercicio.

A partir da defini¢do e das proposicdes 4.2 e 4.4, pode-se mostrar as regras de sinais enunciadas abaixo.
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4.5 Relagtes de Ordem nos Inteiros
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+ Dados —3,-2 € Z, tome 2,5,1,3 € N tais que —3 = (2,5) e —2 = (1,3). Entio,
(—3) <(-2), pois 2+3<1+5.

Como nos naturais, a relacdo de precedéncia nos inteiros é relacdo de ordem, ou seja € reflexiva, antissimétrica
e transitiva, como enunciado na Proposi¢do 4.7.

Proposicdo 4.7 A relacio de precedéncia sobre Z é uma relagio de ordem.

Demonstragdo: Dados r,s,t € Z, tomamos a,b,c,d,e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e
t = (e, f). Assim, temos:

i) Sendo r= (a,b), temos a+b < a+b. Portanto r < r; (Reflexiva)

ii) Supondo r < s e s < rtemos, por defini¢do, a+d < c+b e também ¢+ b < a+d. Usando a
antissimetria na precedéncia entre naturais, temos que a +d = ¢+ b e, portanto, (a,b) = (c,d)
ou seja, r = s; (Antissimétrica)

iii) Suponha que r <se s <t. Entdotemosa+d <c+b e c+ f <e+d. Disso, temos
(a+d)+ (c+f) < (c+Db)+(e+d),ouseja, (a+f)+ (c+d) < (e+b)+ (c+d). Pelalei do
corte nos naturais temos, a+ f < e+ b, donde r <t. (Transitiva)

)

Dados r,s € Z,com r = (a,b) e s = (c,d). Se r < s, temos a+d < c+b,donde a+d =c+b ou a+d <c+b.
Se for a+d = ¢+ b, temos r = 5. No segundo caso, escrevemos r < s e dizemos que r € estritamente menor
que s. Entdo, r < s significa r = s ou r <.

Como no caso dos nimeros naturais, a relacdo de precedéncia € uma relagio de ordem total, ou seja, todos os
elementos de 7Z sio comparéveis, conforme mostrado na proposigio abaixo.

Proposic@o 4.8 A relagio de ordem < em Z satisfaz as seguintes propriedades:

a) Ser<s, entdor+p < s+ p, paratodor,s,p € 7. (Monotonicidade da Adicao);
b) Todos os elementos de Z sdo compardveis, ou seja, dados r,s € Z,valer <sous<r,
¢) Dados r,s € Z, ocorrera sempre uma das possibilidades: r = s, r < s ou s < r (Tricotomia).

Demonstragdo: Considere a,b,c,d € N tais que r = (a,b) e s = (¢, d). Entdo, temos

a) Ser<s,valea+d < b+c. Supondo p = (e, f), temos
a+d<b+c=(a+d)+(e+f) <(b+c)+(e+f)
= (ate)+(d+[f) <(ct+e)+(b+)
= (a+e,b+f) < (c+ed+f)
= @b+ < (ed) + (e f)
=r+p<s+p.

b) Exercicio;
¢) Exercicio.

Como a rela¢do de precedéncia no conjunto dos niimeros inteiros € uma relacdo de ordem total, e observando
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4.6 Divisao Euclidiana
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4.7 0 Conjunto dos Numeros Inteiros € Enumeravel
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4.8 Exercicios
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14. Use a defini¢do de multiplicacdo no conjunto dos niimeros inteiros para efetuar as operacdes indicadas:

a) (=2)-(+3)
b) (+2)-(+5)
) (—1)-(—4)
d) (=2)-[(+2)+(=5)]

15. Encontre naturais a e b de que modo que as seguintes igualdades se verifiquem.

a) (7,5) + (a,6) = (1, 1).

b) (1,5) - (@, 1) = (5,2).

16. Mostre que, dados r,s € Z., valem as seguintes regras de sinais:
a) (=r)-s=—(rs);
b) r-(=s)=—(r-s);

17. Mostre que sdo vdlidas as seguintes regras de multiplicacdo de sinais:
a) O produto de nimeros inteiros de mesmo sinal € um nimero inteiro positivo;
b) O produto de nimeros inteiros de sinais contrarios, ¢ um nimero inteiro negativo.

18. Mostre que, dados r,s € Z,ser-s=0,entdior=00ous=0 (Proposigao 4.6).

19. Use arelacdo de ordem definida no conjunto dos nimeros inteiros para mostrar que um nimero inteiro
negativo é menor que um nimero inteiro positivo.

20. Dados r,s,t € Z, mostre que
a) ser<se(0<t,entdor-t <s-t.
b) ser<set<O0,entdos-t <r-t.

21. Mostre que ser multiplo € uma relacfo transitiva no conjunto dos niimeros inteiros, isto &, se ¢ € miltiplo
de b e b é miiltiplo de a, entdo ¢ é miltiplo de a.

22. Mostre que a relagdo de ordem definida sobre o conjunto dos nimeros inteiros é de ordem total, ou seja,
dados r,s € Z, vale r < sous < r.

23. Mostre que a soma de dois multiplos de um nidmero inteiro é multiplo desse nimero.

24. Usando a defini¢@o de inteiro par e impar, mostre que:
a) O produto de inteiros pares serd um inteiro par;
b) O produto de inteiros impares serd um inteiro impar;
¢) O produto de um inteiro par com um inteiro impar serd um inteiro par.

25. Mostre que o conjunto dos niimeros inteiros pares e o conjunto dos inteiros impares sdo enumeraveis.
26. Ser muiltiplo é uma relacio de equivaléncia em Z? Justifique.

27. Considere A e B dois conjuntos finitos. Demonstre que
a) se ANB =0, entdo n(AUB) =n(A) +n(B).
b) n(A—B)=n(A)—n(ANB).
¢) n(AUB) =n(A)+n(B)—n(ANB).

28. Considere A = {1,3,4,5,6,11,12,15,18} e B = {4,6,12,18,20,25,29,33,43}. Determine
a) n(A).
b) n(B).
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¢) n(ANB).
d) n(AUB).

29. Uma cidade com 15000 habitantes tem dois clubes de futebol: Campos e Sdo Bento. Numa pesquisa
feita com seus habitantes, constatou-se que 1500 pessoas ndo apreciam nenhum dos dois clubes, 1800
apreciam os dois clubes e 4900 apreciam o clube Campos. Nessas condi¢des, quantas pessoas apreciam
o clube Sdo Bento?

30. Uma roleta estd numerada de 1 a 10. Apds ser colocada em movimento, em quantos nimeros diferentes,
pares ou miltiplos de 3, ela pode parar?



(5. NuUmeros Racionais

5.1 Introducio
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5.2 Definicdo Formal de Numero Racional
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5.3 Adicio com Numeros Racionais
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5.4 Multiplicagio com Numeros Racionais
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para cada racional diferente do neutro aditivo, admite um elemento simétrico.
Proposicdo 5.5 Para todo p,q,r € (Q, verificam-se as seguintes propriedades:

M1) p-g=gq-p; (Comutatividade)
M2) (p-q)-r=p-(q-r); (Associatividade)
M3) Existe i € (Q, tal que p-i = p (Elemento neutro da multiplicagio);

0
M4) Se p # {T} ,existe p' € QQ, tal que p- p’ =i (Elemento simétrico);
M5) (p+gq)-r= p-r+q-r (Distributividade).

0
M6) Se p # [T},emﬁo,p'q:pvr#q:r.

DemonstracGo: Para demonstragio, tomamos a,b,c,d,e, f € 7, tais que p = [g] q= [;] e

e .
r= {—] Assim, temos:
f
M1) Basta usar a comutatividade nos inteiros;

M2) Basta usar a associatividade nos inteiros;
M3) Como (1,1) € Z x 7", existe a classe (1, 1)

,=2),(=1,-1),(1,1),(2,2),...} €Q

(-2
1 1
que indicamos por {T} € Q. Entao, tomando i = {T},temos que

e -5+

i)

1
Portanto, i = [I} é elemento neutro da multiplicagio em Q.

0
omo p = a —|, temos que a- 1 # b -0, ou seja, a # 0 e, portanto, b € (). Nesse
M4) C b I
a

b
caso, p tem simétrico, dado por p’ = [—} . De fato,
a

oG- -2 )

MS5) Basta usar a distributividade nos inteiros.

0
M6) Se p # {T] , existe p’ € QQ tal que p- p’ = i. Entio, temos

pq:pr=>plpq:p/pr:>lq=lr:>q:r

Enquanto o simétrico da adi¢do é chamado oposto, o simétrico da multiplicacdo é chamado inverso. Assim
como no caso dos inteiros, valem as seguintes regras de sinais para o conjunto dos racionais:

) —(=p)=p;

i) (=p)-g=—(p-q);
i) (=p)-(—9)=pr-@
iv) p-(=q)=—(p-9).
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5.5 Relagdes de Ordem nos Racionais
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5.6 0 Conjunto dos Nimeros Racionais & Enumeravel
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5.7 Representagao Decimal para Nimeros Racionais
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5.8 Representacao Binaria para Nimeros Racionais
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5.9 Exercicios
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20.

21.

22.

23.

24.
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1
a1 1
2 2
a1 A 1
3 3 T
a1 e 1 1
4 4 4 4
s a1 e a1 1
5 5 5 5 5
a1 1 1 a1 1 L
6 6 6 6 6 6
1 1 N 1 1 a1 1
7 7 7 7
ay X i €1 a 1 1 a1
8 8 8 8 8 8
a 1 1 A 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9
1 e a1 ol 1 i 1 a1 a1 A
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
S I R B a1 a1 L S S I e
11 11 1 1 1 1 11 1 11 11 1
1 {1 T N s I (s s I (s A s
| 12| 12 12 12 | 12 | 12 12 2| 1”2 12 |12

Figura 5.2: Tdbua de equivaléncia de fragoes.

. 2 3
. Qual dos nimeros abaixo esta entre — e Z?

1 4 5 4 1
(a) 6 (b) 3 (c) 5 (d) 7 (e) 1

. 2 .
Encontre uma fragio equivalente a 3 sabendo que a soma do numerador com o denominador é 28.

1
A rodovia que liga duas cidades, Campina da Lagoa e Juranda, estd sendo reformada. Se 3 ja foi

reformada e ainda faltam 20km, qual o comprimento desta rodovia?

As amigas Julia, Mara, Gertrudes e Sueli sairam para comer uma pizza. Elas comeram, respectivamente,
os seguintes percentuais da pizza: Jilia 18,75%, Mara 31,25%, Gertrudes 12,5% e Sueli 6,25%. No
final, ainda sobrou 5 pedacos. Em quantos pedacos a pizza foi dividida?

1
Seu Genaro faleceu, e deixou uma quantia de R$7.400.000,00 de reais de heranga. Desta quantia, T0

R ! 1 . 1 .
foi destinado ao seu irmdo, — para sua prima e — para seus 2 filhos. O restante, ele destinou para uma

Instituicdo de caridade de Criangas carentes. Qual foi o valor destinado ao irm@o, a prima, aos filhos, e &
Institui¢do de caridade?

Ana queria entender a férmula de produto de fragdes, definida em seu livro diddtico da seguinte forma:
a ¢ a-c
bd " bd

2 1
horiério, em 90°, e sobrepds a segunda figura. Conforme o exemplo, 3 multiplicado por T gera um

Para isto, ela olhou para a Figura 5.3, rotacionou o primeiro quadrado no sentido anti-
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retangulo dividido em 12 retdngulos, onde apenas dois retdngulos estdo hachurados com um padrio
diferenciados de segmentos, em relagfio aos outros. Seguindo o exemplo de Ana, pinte o retdngulo a
direita e complete os quadrinhos da frac@o resultante.

Exemplo /g \ \
Z

vezes 1 éigual a 2

a)

1 vezes 1 éigual a

b)

NS

1 vezes

éiguala E
(|

9]

vezes éiguala

1111111]]
o 1. 2

0|o

\

d)

i
-l W ¢

J ]

vezes 2 éiguala E
O
Figura 5.3: Multiplicagdo de fragdes.

25. Se o prego de um produto subiu de R$17,00 reais para R$35, 00 reais, qual foi sua taxa percentual de
aumento?

26. Em um grupo de 500 pessoas, apenas 1% sdao de homens. Determine o nimero de mulheres que devem
abandonar o grupo para que %93 das pessoas restantes sejam do sexo feminino.

27. Uma bola é largada de uma altura de 6m. Cada vez que ela atinge o solo depois de ter caido de uma



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos Nimeros as Fungdes Reais de Variavel Real 91

altura de i metros, ¢ rebatida a uma altura de 0,65m. Nessas condigdes,

a) determine a distancia vertical total que a bola percorre para cima e para baixo.

oA . . a
b) expresse a distincia vertical total em termos de uma fragdo b

28. Jodo dividiu suas quatro laranjas entre 12 amigos, e ficou com a metade de uma delas. Qual foi a fragéo
que cada amigo recebeu do total das 4 laranjas?



(6. Numeros Reais

6.1 Introdugao



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos NiUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 93

6.2 Raiz de 2 nao é Racional

6.3 Cortes de Dedekind
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6.4 Relagao de Ordem
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6.5 Soma e Produto
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6.6 Ré Completo
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6.7 IRé Ndo Enumeravel
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Proposi¢c@o 6.17 O conjunto R dos nimeros reais € um conjunto ndo enumerdvel.

Demonstragdo: Vamos considerar o conjunto X = {@ € R; 0 < ot < 1}. Ao mostrar que néo
existe fungdo bijetiva f : N — X, mostraremos que X é nio enumeravel e, sendo X C R, concluiremos
que R € ndo enumeravel.

Como visto na Secdo 5.8, todo nimero racional r € X pode ser escrito, na expansao bindria, como
r=0,b1byb3..., onde b; € {0,1}. Entdo, com argumento andlogo ao usado na Proposi¢do 6.16, todo
niimero real o € X pode ser associado a uma expansdo bindria infinita. Supondo que existe f: N — X
bijetiva, entdo terfamos uma enumeracdo para os elementos de X e, por conseguinte, uma enumeragao
para as expansdes bindrias infinitas.

Usamos um argumento conhecido como Diagonal de Cantor para mostrar que tal enumerago é
impossivel. A bije¢do f associaria cada nimero natural / a um nimero real ¢; € X. A expansido
bindria, por sua vez, associa cada nimero natural j ao digito correspondente @;; na expansao bindria
de @;. Considerando uma tabela com a enumeragao dos elementos @; € X na linha i e digitos a;; na
coluna j, terfamos

oy =0,a11 app ayz ayg ars ayg ay7 agg-.-ajj ...
0 = 0,a31 axy ap3 ayy asrs an azy asg ceeagje..
a3 = 0,a31 asy az3 a4 azs aze a3y Azg...azj...
0y = 0,041 A4p A43 Aaq Ay5 A46 A47 A4g. .. A4 - ..
05 = 0,as asy as3 as4 ass ase asy dsg...asj. ..
0 = 0,a61 agy ae3 acs aes aee g7 Aes - -- A6 - - -
o7 =0,a7 apy arz azy ags age agr agg...agj ...

0; =0,a;1 app a3 ais ajs ajg a7 ajg...djj. ..

Na tabela acima, cada g;; € igual a 0 (zero) ou 1 (um). Para usar o argumento da diagonal, observamos
o seguinte: ¢é possivel definir um nimero real 8 € X com a expansio bindria

B =0,by by by by bs b by bs...b; ...,

b,‘ZO7 se aj = ]7
onde
[7,': ], se a,-,-:O.

Entdo, observamos que f3 # @; para todo i € N. De fato, 8 # a1, uma vez que by # ay1; 8 # &, pois
by # ax) e, assim por diante. Portanto, f ndo é sobrejetora, ja que ndo existe i € N tal que f(i) = .
Entio, a suposicio de que existe f : N — X bijetora é absurda. Com isso, concluimos que X é nio
enumerdvel e, por conseguinte, R € ndo enumeravel.
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6.8 Exercicios
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17. O ntmero de Euler, indicado por e, é um nimero real que pode ser obtido pela soma infinita

= 1 | A TS TS R
e=205=1+1+i+5+ﬂ+§+5+'“
n=»

4 i i ~ . C : a
Mostre que e é irracional, ou seja, ndo existem inteiros a, b tais que e = b



(7. Numeros Complexos

1.1 Introducéo

7.2 Construgao do Conjunto dos Nimeros Complexos
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Na seguinte proposicio, faremos uma descri¢do de algumas das propriedades do conjunto C.

Proposicdo 7.1 As operagdes de adigdo e multiplica¢do, definidas em C, satisfazem as seguintes proprieda-
des:

i) Associatividade: —para quaisquer (a,b),(c,d),(e,f) € C, tem-se ((a,b) + (c,d)) + (e,f) =
(@,0) +((c.d) +(e.f)) e ((a,b).(c.d)).(e, f) = (a,b).((c.d).(e, f)):

ii) Comutatividade: para quaisquer (a,b),(c,d) € C, tem-se (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b) e
(a,b).(c,d) = (c,d).(a,b);

iii) Elementos neutros: existem em C dois elementos (0,0) e (1,0) de modo que (a,b) + (0,0) = (a,b) e
(a,b).(1,0) = (a,b), para todo (a,b) € C;

iv) Inversos: para todo (a,b) € C, existe um inverso aditivo —(a,b) = (—a,—b) € C de modo
que (a,b) + (—(a,b)) = (0,0) e, se (a,b) # (0,0). Existe também um inverso multiplicativo

. a —
(a,b)" ! = (m’_az—erz) € C de modo que (a,b).(a,b)~! = (1,0);

v) Distributividade: para quaisquer (a,b),(c,d), (e, f) € C, tem-se (a,b).((c,d)+ (e, f)) = (a,b).(c,d) +
(a,b).(e, f)-

Demonstracdo: As propriedades da proposi¢do acima podem ser verificadas facilmente e sdo
deixadas como exercicio para o leitor.

A subtragdo de nimeros complexos é definida em termos da adi¢do e do inverso aditivo. Dados entdo
(a,b),(c,d) € C, definimos:

(a,b) — (c,d) = (a,b) + (—(c,d)) = (a—c,b—d).

Ja o quociente de nimeros complexos é definido em termos da multiplicacdo e do inverso multiplicativo.
Considerando (a,b), (c,d) € C, com (c,d) # (0,0), definimos:

d ac+bd bc—ad
= (a,b).(c,d)"" = (a,). [ o——s,— = :
(a,b).(c,d) (a,b) (C2+42’ c2+d2> <c2+d2’c2+d2>

Agora vamos fazer a inclusdo de R em C de forma natural. Para isso, considere j: R — C uma func@o definida
por j(x) = (x,0).

Proposi¢c@o 7.2 A funcdo j, definida acima, satisfaz as seguintes propriedades:
(a) j preserva as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo, isto &, para quaisquer x,y € R,

Jox+y) =j@)+j) e jlxy) =j(x)-j(v);

(b) j é injetiva.
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7.3 Valor Absoluto e Conjugado de um Nimero Complexo
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7.4 Representacéo Polar de um Ndmero Complexo
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7.5 Raizes n-ésimas de um Numero Complexo
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7.6 Exercicios
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Considere a = |a|(cos0 + i sen6) um niimero complexo ndo nulo. Determine as rafzes quadradas zg e
71 de a e mostre que z; = —2o. Faga um gréfico para representar zp e z;.

Resolva a equagio 4z2 +4(v/3 +i)z+ (14++/3 i) =0.
Determine z € C de modo que iz+27+1—i=0.
Mostre que
max{|x], [y|} <[z < |x + |yl <2 max{|x], [y},
para todo niimero complexo z = x + yi, em que max{|x|,|y|} é o maior dos nimeros |x| e |y|.
Considere z = |z|[cos(ct) +i sen(at)] e w = |w|[cos(B) + i sen(B)] dois nimeros complexos ndo nulos,
com 0 < ot — 3 < 7. Nessas condigdes, mostre que
Re(z ) = [dlwlcos(a—B) e Im(zw) = [2|[wlsen(a— B).
Neste caso, Im(z w) é a drea do paralelogramo determinado por z e w. Faga um gréfico.
Se z = [z][cos(a) +isen(at)] e w= |w|[cos(B) +isen(f)] sdo dois nimeros complexos ndo nulos, mostre
que
|z —wf? = 2> + [w]* ~ 2[z]|wlcos(a — B).

Faga um grafico.



(8. Funcoes reais de variavel real

8.1 Introducao

olhar mais critico, possibilitando a professores e estudantes criarem novas atividades que possibilitem uma
compreensdo mais clara sobre os fundamentos da Matematica.
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8.2 Funcdes polinomiais

8.2.1 AFuncdo Afim
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8.2.2 Funcéo Linear e Proporcionalidade

8.2.3 A Funcao Quadratica
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Proposicéo 8.1 [18] Sejam f, g : R — R duas fungdes definidas por f(x) = ax? +bx+c e g(x) = a'x* +
b'x+c. Se f e g assumem os mesmos valores, em trés pontos distintos x1, xp e x3, entdo essas fungdes sdo
iguais, isto é, assumem o mesmo valor para qualquer nimero real x .

Demonstra¢do: Suponhamos que as fungdes f e g, dadas por f(x) = ax®> +bx+ce g(x) = a'x> +
b'x+ ¢, assumam os mesmos valores para trés niimeros reais distintos xj, x, e x3, ou seja, f(x;) =

g(x1), f(x2) = g(x2) e f(x3) = g(x3). Entdo f(x1) —g(x1) =0, f(x2) —g(x2) =0e f(x3) —g(x3) =0.
Escrevendo @ =a—d', f=b—b" e y=c— ¢, temos

ax? +Bx;+y=0
Otx%—i—ﬁxz—l—’y:o
ax§+ﬁx3+y:0

Subtraindo a primeira equagdo de cada uma das outras, no sistema acima, tem-se

a(x3 —x})+Bxa—x1) =0

o (x5 —xf) + Blxs —x1) = 0.
Como x; —x1 # 0 e x3 — x| # 0, podemos dividir a primeira dessas equagdes por x; —x1; e a segunda,
por x3 —x1, obtendo
ofx;+x)+f=0

C((xl +X3)~|—ﬁ =0.

Subtraindo membro a membro, temos
a(x; —Xz) =0.

Como (x3 —x;) # 0, resulta que o = 0. Substituindo nas equagdes anteriores, obtemos sucessivamente
B=0ey=0.Portanto,a=d,b=>b"ec=.

Proposicdo 8.2 A equagio do segundo grau, a uma inc6gnita
ax’+bx+c=0,a#0,

tem as solugdes

—b+Vb% —4dac
x= —m—

2a

Demonstragdo: Considere ax’+bx+c=0,coma # 0. Entdo, dividindo todos os termos por a,
obtemos

b .
x2+—x:—i.
a

Completando quadrados, temos

2+I_) +£__£_|_ﬁ — +£ 2—b2_4ac
T T2 T T a T a2 T2%) T T4z
2
( b>2 (\/b24ac)
— |(x+—) - |————] =0
2a 2a

b Vb2 —4dac b Vb2 —dac
— +— ) -— | |x+=— | +———| =0
2 2a 2a 2a
b Vb2 —4dac b Vb2 —4ac
“— xt+t—=———"—oux+—=—-—-——.
2 2a 2 2a
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8.2.4 Grafico da Fungédo Quadratica
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Figura 8.8: Esbogo do grdfico de uma fung¢do quadrdtica, quando a > 0, para A >0, A=0e¢ A < 0.

Assim, ao elaborar o esbogo do grifico de uma fungdo quadrdtica, muitas vezes é importante destacar os pontos
V, o intercepto y (o ponto de ordenada c) e os interceptos x (0s pontos cujas abscissas sdo as raizes da fungao),
se existirem.
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8.3 Funcéo Modular

8.3.1 Maddulo ou Valor Absoluto de um Numero Real
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8.3.2 Fungao Modular

8.3.3 Equacdes e Inequacdes Modulares
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f)3x+2|>4 < 3x+2< —4o0u3x+2>4 < 3x<—-6o0uldx>2 — x§—20ux2%.
Desse modo, |3x+2| > 4 se, e somente se, x < —2 ou x > %

8.4 Funcoes Exponencial e Logaritmica

8.4.1 Propriedades de Potenciagao
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a) Seja X = {n € N;a"-a" = a*™}, em que a é um niimero real positivo. Vemos que 1 € X,
pois a* -a' = a*-a = a**!, pela prépria defini¢io. Supondo que k € X, como hipétese de indugio,
temos a* - a* = a***. Queremos mostrar que k+ 1 € X. De fato,

a - adt = g~ (ak -a) = (a" vak) ca=a"th.q = qWtRFT — (k)
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8.4.2 Funcao Exponencial
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8.4.3 Funcéo Exponencial Natural
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Fungdes do tipo y = pe™ aparecem em muitos modelos, como juros compostos, crescimento populacional,
decaimento radioativo, variagiio de temperatura, etc. Dizemos que p é um valor inicial, @ é uma taxa de
crescimento e x é o tempo. Se o modelo for econdmico, p é chamado de capital inicial, a é a taxa de juros e x é
o tempo, que pode ser em horas, dias, anos, etc. Se o modelo for variagdo de temperatura, p é a temperatura
inicial, a € a taxa de crescimento ou decaimento da temperatura, e x 0 tempo.

Essa fungéo aparece como solucéo de alguns tipos de Equagdes Diferenciais Ordindrias, um ramo da Matematica
que procura modelar esses fendmenos por meio de uma equagao.

8.4.4 Logaritmo
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o
¢) log, B =log, o —log, B, para quaisquer a, § € R, com ¢, § > 0;

1
d) log, & — logb o

0zsa’ para todo & € R, com ¢¢ > 0 (Mudanca da base a para a base b).
pa

Demonstragdo: a) Temos: x =log,0 < ot =a* e y=log,f < B =da’. Assim, a-ff§ =
a‘-a =a"", ouseja, o f =a*™. Logo, x+y =1log, (o B) e, portanto, log,a+log,f =1log, (- B).
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8.4.5 Logaritmo Natural

8.4.6 As Inversas das Funcgdes Logaritmicas, Exponenciais e Afim
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8.5 Funcdes Trigonométricas

8.5.1 As Fungdes Trigonométricas do Angulo Agudo
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Nessas condicdes, as relagdes entre lados correspondentes ndo dependem dos comprimentos envolvidos,
mas apenas do angulo 6. Essas rela¢oes, conhecidas como relagdes trigonométricas no tridngulo retingulo,

permitem definir, para 0 < 6 < g, as funcdes

8.5.2 Extensdes dos Conceitos das Fungdes Trigonométricas
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O circulo pode ser percorrido em dois sentidos. Quando um deles é escolhido e denominado positivo, dizemos
que o circulo estd orientado. Tradicionalmente, escolhemos o sentido anti-horério e fixamos no circulo unitdrio
orientado um ponto A, chamado origem dos arcos (Figura 8.21).

Definimos a medida algébrica de um arco AB deste circulo como sendo o comprimento desse arco, associado a
um sinal positivo se o sentido de A para B for anti-hordrio; e negativo, em caso contrdrio. Essa medida serd
denotada por m(AB), com —27 < m(AB) < 27. Agora, fixado um ponto A € S, considere a fungio E : R — S,
que associa cada x € R a um ponto de P € §', do seguinte modo
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8.5.3 Funcéo Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante
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8.5.4 Funcdes Trigonométricas Inversas
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8.6 Exercicios



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Determine o conjunto de nimeros reais que satisfazem as desigualdades dadas a seguir. D& o conjunto-
solucdo, S, usando a linguagem de intervalos e ilustre-os sobre a reta numérica.

a) Sx+2>x—6 c)2<5-3x<11

2 1 2
<1 d
1—x— )x+1<3x—1

b)

A empresa de Amanda gasta 6 pegas para produzir 1 cafeteira.

a) Quantas pegas serdo necessdrias para produzir 150 cafeteiras?

b) Determine a fungiio que descreve a quantidade de cafeteiras em fun¢do do nimero de pecas.
Carlos pegou emprestado no banco o valor de $70.000, 00 para comprar um veiculo, mas surgiu um

imprevisto. Ele teve um gasto inesperado com satde e gastou a quantia de $3.500,00. Quanto por cento
Carlos Gastou do total?

Considere cada fun¢do quadrética definida a seguir. Para cada uma delas, determine as raizes (caso
existam), o maior ou o menor valor, e esboce o gréfico.

a) f(x)=x>—3x+2; ) f(x) =x* —dx+4;

b) f(x) = —x2+4; d) f(x) = —4x> +4x— 1.

Determine a drea mdxima de um terreno retangular, sabendo-se que seu perimetro é igual a 2000 metros.

Determine a fungiio quadritica f, definida por f(x) = ax? 4 bx + ¢, sabendo-se que os pontos (—3,4),
(—1,-2) e (3, 10) pertencem ao grifico desta fungdo.

Determine o valor de cada logaritmo dado a seguir.
a) log;,100 c) log; 243 e) logg1
b) log: v2 d) logyv/3 f) logi 16

Determine o dominio e faca um esbogo do grifico de cada fungao definida a seguir.
a) f(x)=logzx ¢) f(x) =logs | x|
b) f(x) =log(—x) d) f(x) =[logy x|

A energia liberada por um terremoto, dada em quilowatt-hora (kw/h), é medida por intermédio da

2
famosa escala Richter, dada pela fungdo f, definida por f(x) = 3 logg ,emque f(x) éa

X
7 x 1073
magnitude e x a energia liberada.
a) Em 19 de maio de 2012, na cidade de Montes Claros, MG, um dos maiores abalos registrados
atingiu uma magnitude de 4,2 pontos na escala Richter. Com base nessas informacdes, determine
o valor da energia liberada por este abalo sismico.

b) Em 1960, no Chile, o maior abalo registrado no mundo foi de magnitude 9,5 na escala Richter.
Neste caso, qual foi o valor da energia liberada?

Considere a,b € R, com a # 0, e f : R — R uma fung¢do afim definida por f(x) = ax+ b. Nessas
condig¢des, obtenha a fungdo inversa de f.

Faca um esbogo do grifico de cada func¢do f: R — R definida pela lei de associacdo dada a seguir.

a) fx)=x—1 ¢) flx) =1—|x] e) flx) =|x—1]+|x=2]
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

b) f(x)=—|x]| d) f(x)=|x—1] f)f(x):{ I, se x>0

—1, se x<0
Resolva cada inequagdo dada em seguida.

a) [x—1|<1 o)|x—1[<2 e)|5x+7|>1

|
b) [x+1|<4 d)y[2x—1]>3 D |3x+525

Supondo que a populagéio de Montes Claros seja de, aproximadamente, 413.487 habitantes em 2023,
e que seu crescimento ocorre a uma taxa de 3,75% ao ano, em quanto tempo, aproximadamente, a
populagdo serd de 1.000.000 de habitantes?

Determine o valor de

a) cos(3F). d) cos(1E).
b) sen(llz—”). e) sen(%ﬁ).
c) cos(ZE). f) cos(—'(’T”).

Dados a,b € R, demonstre que
a) cos(a) cos(b) = %cos(a—i—b) + %cos(a— b).
b) sen(a) sen(b) = — %cos(a +b)+ %cos(a —b).

c) sen(a) sen(b) = %sen(a—kb) + %sen(a—b).

Demonstre que, se a,b € R sdo tais que a +b = %, entdo sen(a) = cos(b).

Demonstre que
a) 1+1g%(x) = sec?(x), para todo niimero real x, com x # w ekeZ.

b) 14 cotg?(x) = cosec?(x), para todo niimero real x, com x # k7 ¢ k € Z.

1 1
) cos?(x) = 3 + 3 cos(2x), para todo x € R.

1 1
d) sen®(x) = 773 cos(2x), para todo x € R.

Mostre que em qualquer tridngulo, o quadrado de um de seus lados corresponde a soma dos quadrados
dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo entre eles
(Figura 8.28). Mais precisamente,

@ =b>+c*—2-b-c-cos(y).

Sabendo-se que dois lados de um tridngulo medem 20m e 12m e formam entre si um angulo valendo
27 /3, determine a medida do terceiro lado.
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c

Figura 8.28: Lei dos Cossenos.



(9. Solucao dos Exercicios Propostos

9.1 Linguagem de Conjuntos
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6)a)Zt -2~ =7+
B ZtNZ" =0
) Z+UZ~ =Z— {0}

7)a) ANB = {—2,0} ) (ANC)UB ={-2,0,1,5,7}
b)AUB={-2,-1,0,1,5,7} k) (BNC)U(ANB) = {—2,0}

) ANC = {1} 1) (AUB)m(Amc) {1}

d)AUC = {~3,-2,-1,0,1,4,6} m)A—B={—1,1}

e)BNC =0 n)B—A=1{57}

f) BUC = {-3,-2,0,1,4,5,6,7} 0)A—C={-2,-1,0}

) (ANB)UC = {—3,-2,0,1,4,6} p)C—A={-3,4,6}

h) BA(AUC) = {~2,0} Q) (BNC)—A=0

i) (BNC)UA={-2,—1,0,1} ) (AUB)— (ANC) = {-2,-1,0,5,7}

8) a) A assercdo é falsa. Com efeito, considere os conjuntos A = {1,2}, B={2,3} e C = {1,3}. Observamos
que AUB=AUC ={1,2,3}. Mas, B #C.

b) Da mesma forma, a afirmagéo é falsa. De fato, considere os conjuntos A = {1,2}, B={2,3} e C = {2,4}.
Note que ANB=ANC = {2}. Mas, B# C.

9) Observe que A = {2,4,6,8} ¢ B={2,6}. Desse modo,
a)A—B={4,8}.

b)B—A=0.

¢) 08 =A—B={4,8}, pois BCA.

10) Considere o diagrama de Venn para os conjuntos X, Y e Z e a numeracdo das oito regides do plano como
na Figura 9.1. Desse modo, podemos expressar cada um dos conjuntos como reunifio de algumas das regides
como se segue.

a) (X‘UYy)*=3U4

b) (XCUY)UZE = 1U2U3U5U6UTUS
¢) (XCUY)U(XNZ°) =1U203U5U6U7U8

d) (XUY)NZ=7

AN

Figura 9.1: Diagrama de Venn para os conjuntos X, Y e Z e a numeragdo das oito regides do plano determi-
nadas por esses conjuntos.
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11) a) Com base na definicdo de complementar de um conjunto, notamos que

XE(A) <= x¢ A = xcA.

Portanto, (A°)¢ = A.

b) Inicialmente, vamos supor A C B e mostrar que B C A°. Dado x € B¢, segue-se por defini¢io que x ¢ B .
Como A C B concluimos que x ¢ A. Logo, x € A e, portanto, B C A°. Reciprocamente, suponha que B¢ C A°.
Se x € A, entdo x ¢ A€. Isso implica que x ¢ B e, como uma consequéncia, x € B. Assim, A C B.

¢) Suponha que A = . Como consequéncia da Proposi¢do 1.3, item a), e da Proposi¢do 1.7, item a), deduzimos
que A = A°UQ =A°UA = U. Reciprocamente, suponha que A° = U. Usando a Proposigdo 1.5, item (¢), e a
Proposig¢do 1.7, item b), obtemos A =ANU =ANA° =0.

12)a) Ax B={(1,-2),(1,1),(3,-2),(3,1), (4,-2),(4,1)} (Figura 9.2).
b) BxA={(-2,1),(=2,3),(~2,4),(1,1),(1,3),(1,4)} (Figura 9.3).
) A2 = {(1,1),(1,3),(1,4),(3,1),(3,3),(3,4), (4,1), (4,3),(4,4)} (Figura 9.4).

d) B2 = {(=2,-2),(=2,1),(1,-2),(1,1)} (Figura 9.5).

13) a) Veja a Figura 9.6.
B4
i s e g .
0 11 2 3 4 o
Y — A— — I
) SEE— ¢ SRS S ¢ SRR °

Figura 9.2: Produto cartesiano de A e B.

b) Veja a Figura 9.7.

¢) Veja a Figura 9.8.

d) Veja a Figura 9.9.
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14) a) Veja a Figura 9.10.
b) Veja a Figura 9.11.
¢) Veja a Figura 9.12.

15) (x,y) € (ANB) x (CND) <=x€ANBeyeCND<+=xcEAexcBeycCeye D+ (x,y) EAXC
e (x,y) € BxD <= (x,y) € (A xC)N (B x D). Portanto, (ANB) x (CND) = (AxC)N(Bx D).

16)ayM c C
by MNP #0
¢ CNF#£0
d)FCCuUP
e) PNC #0
fyMAF #0
2) FNCS#0
h)FAP#0
) FAMECP
DFNM#0

X
e [ I .
‘ ________ 3 ---------- a
""""" z ---------
’ ________ B B ¢

Figura 9.3: Produto cartesiano de B e A.
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Xa

YA

Figura 9.4: Produto cartesiano de A e A.

YA

R SR CEEEEEEE R

Produto cartesiano de B e B.

Figura 9.5
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YA

=V

Figura 9.6: Produto cartesiano de A e B.

SN R e
e R L
=V

Figura 9.7: Produto cartesiano de B e A.
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YA

.V

Figura 9.8: Produto cartesiano de A e A.

=V

Figura 9.9: Produto cartesiano de B e B.
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YA

Figura 9.10: Produto cartesiano de A e B.

YA
=== : : ' :
3 |-en e e ——
2 | e
S e
: : : ! -
0 1 2 3 4 X

Figura 9.11: Produto cartesiano de B e A.
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YA

S
g
X

o
—
[\
(%] [
NS

Figura 9.12: Produto cartesiano de A e B unido com o produto cartesiano de B e A.
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9.2 Correspondéncias e Aplicagdes
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11.

12.

d) Nao injetiva.

a) Nio sobrejetiva;
b) Sobrejetiva;
¢) Sobrejetiva;
d) Nao sobrejetiva.

gof=1(1,8),(2,8),(3,9)}. A aplicagio go f nfo é injetiva e nem sobrejetiva.

. A solucdo deste exercicio estd dividida em trés etapas.

Etapa 1. Se existe uma aplicag@o bijetiva f : A — B entdo, dados a € A e b € B, existe também uma
aplicag@o bijetiva g : A — B de modo que g(a) = b.

Com efeito, considere b’ = f(a) € B. Sendo f sobrejetiva, para b € B, existe @’ € A tal que b = f(d').
Agora, defina a aplicagdo g: A — B por g(a) = b, g(d') =¥ e g(x) = f(x), se x€ A—{a,d'}. A
aplicacdo g, assim definida, satisfaz a condi¢do desejada.

Etapa 2. Considere L um subconjunto préprio de I, = {1,2,...,n}. Entdo, ndo pode existir uma aplica¢do
bijetiva f : L — I,.

De fato, suponha que este resultado seja falso e considere 7y 0 menor nimero natural para o qual
existam um subconjunto préprio L de I, e uma aplicagdo bijetiva f : L — I,,. Se ny € L entdo, pela
Etapa 1, existe uma aplicagdo bijetiva g : L — I,, de modo que g(ng) = ng. Isso implica que a restri¢do
de g a L— {ng} é uma aplicagio bijetiva do subconjunto préprio L — {ng} de I,,—; em I,,—1. Mas
isso é impossivel, pois contradiz a minimalidade de ny. Agora, suponha que ny ¢ L. Entdo, visto
que f: L — I, é sobrejetiva, existe a € L de modo que f(a) = ny. Desse modo, a restri¢do de f ao
subconjunto préprio L — {a} C I,,—1 é uma aplicagio bijetiva de L — {a} em I,,_1. O que, outra vez,
contradiz a minimalidade de ng. Isso completa a justificativa da Etapa 2.

Etapa 3. Se A e B sdo conjuntos finitos com mesmo nimero n de elementos, entdo a aplicacdo f: A — B
¢ injetiva se, e somente se, f € sobrejetiva.

Com efeito, uma vez que A e B sdo conjuntos finitos, com o mesmo niimero n de elementos, existem
aplicagdes bijetivas g : A — I, e h : B — I,,. Entio, considerando a aplicagio w = ho fog™!: 1, = I,
e usando a Proposicdo 2.3, deduzimos que f = hloyog:A—Bé injetiva ou sobrejetiva se, e
somente se, ¥ o é. Dessa forma, podemos considerar f : I, — I,. Se f for injetiva, entdo a aplicagdo
fily— f(Iy), com f(I,) C I, é bijetiva. Isso implica que f~!: f(I,) — I, é bijetiva. Pela Etapa 2,
f(Iy) = I, e, portanto, f é sobrejetiva. Reciprocamente, suponha que f seja sobrejetiva. Pela Proposi¢do
2.5, f possui inversa a direita, ou seja, existe uma aplicagdo g : I, — I, de modo que, para todo y € I,
(fog)(y) = f(g(y)) =y. Assim, f é inversa a esquerda de g e, usando a Proposi¢do 2.5 novamente,
g € injetiva. Pelo que acabamos de mostrar, g € sobrejetiva. Dessa forma, se xj,x; € I, s@o tais que
f(x1) = f(x2) entdo, como g é sobrejetiva, existem 71,t € I, de modo que x; = g(71) e xo = g(f).
Como uma consequéncia, | = f(g(t1)) = f(x1) = f(x2) = f(g(t2)) = 2 €, dai, x; = g(t1) = g(t2) = x2.
Portanto, f € injetiva.



16.

19.

20.

21.
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{(1,5),(2,4),(3,5)}
{(1,4),(2,5),3,5)}

Suponha que f é bijetiva.

(i) Dado y € f(A€), existe x € A tal que y = f(x). Nesse caso, x € A e, se f(x) € f(A), deve existir
t € Atal f(1) = f(x), que seria absurdo, ja que f € injetiva. Entdo f(x) € f(A), ou seja, f(x) € (f(A))*.
Assim, y € (f(A))¢ e, portanto, f(A°) C (f(A))°.

(ii) Dado y € (f(A))€, implica y ¢ f(A). Como f é sobrejetiva, existe x € A€ tal que y = f(x), ou
seja, y € f(A°). Portanto, (f(A))° C f(A°).
Por (i) e (ii), temos que (f(A))¢ = f(A).

)

Supondo agora que (f(A))¢ = f(A), mostremos que f é injetiva e sobrejetiva.

(i) Se f ndo for injetiva, existem x,x’ € E, com x # X’ e tais que f(x) = f(x'). Tome A C E tal
que x € A e ¥ € A°. Entio f(x) € f(A) e f(¥) € f(A°), donde f(x¥) € f(A), j& que f(x) = f(x).
Assim, terfamos que f(xX') & (f(A))¢ e, portanto, f(A°) ¢ (f(A))¢, que é absurdo pela hipétese de
(f(A))€ = f(AC). Portanto, deve ser f injetiva.

(ii) Se f ndo é sobrejetiva, tome y € F tal que y ¢ f(E). Entdo, qualquer que seja A C E, temos
que y & f(4) e y & F(A%). Isso implica que y € (£(4))° e y & f(4°), donde ((4))° ¢ f(A°), que &
absurdo pela hipétese de (f(A))¢ = f(A). Portanto, deve ser f sobrejetiva.

Por (i) e (ii), concluimos que f é injetiva e sobrejetiva e, portanto, é bijetiva.

. a)

(fog)x) = f(s(x)) = F(P+2) =x*+2—1=x"+1
(foh)(x)=f(h(x))=f(x+1)=x+1—-1=x
(goh)(x) =g(h(x)) =g(x+1) = (x+1)2+2=x>+2x+3
(gof)x) =g(f(x)) =glx—1) = (x— 1) +2=x> —2x+3
(hof)(x)=h(f(x))=h(x—1)=x—1+1=x
(hog)(x) =h(g(x)) =h(x*+2) =2 +2+1=x>+3

b)

(h(x)) = (fog)(x+1) = (x+1)2+1 =22 +2x+2

((fog)oh)(x)= )
) (x) = f(P+2x+3) =x>+2x+2

(
(folgoh))(x)=f(g

. De f(x) = 2x+7, temos que f(g(x)) = 2g(x) + 7. Além disso, sabemos que f(g(x)) = 4x* —2x+3.

Entio, equacionando 2g(x) + 7 = 4x> — 2x + 3, obtemos g(x) = 2x* —x — 2.

a) {(1 ,1), (2,4),(3,9)7 (4,16),(5,25),(6,36), (7,49)}
b) 0
©) {(1,49),(7,7), (49, 1)}

a) reflexiva, simétrica, transitiva, antissimétrica, circular
b) antirreflexiva, antissimétrica

¢) reflexiva, transitiva

d) antirreflexiva, simétrica

e) reflexiva, simétrica, transitiva, circular, conexa

f) antirreflexiva, simétrica, antissimétrica, transitiva

Sao 15 relagdes de equivaléncia, conforme abaixo:

N A o ( o A o Q o A
a d a d a d a d a d
b c b c b c b 1 b c
v Y v Y U Y v v v Y
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n N n N n pl n N
a d a d a«——d a d
b c b c b c bh——cC b c
V) Y U Y V) Y V) Y v Y
n N n N n N n N n N
a+——( a d a—— g a d a«——d
b c b <—> b c h——c h——c¢
U Y v U Y U Y U Y
22. a) Basta notar que R € reflexiva, simétrica e transitiva:

(i) R é reflexiva, pois a® +b> = a®> + b*, ou seja, (a,b)R(a,b) paratodo (a,b) € R x R;
(ii) R é simétrica, pois a +b? = ¢ +d? = ¢> +d* = a®> + b%, ou seja, (a,b)R(c,d) = (c,d)R(a,b);
(iii) R é transitiva, pois, se (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e, f), vale a®> + b*> = *> +d* e > +d*> = ¢* + f2.
Portanto, vale a® + b? = ¢* + f2, ou seja, (a,b)R(e, f).

b) (0,1) = {(x,y) € R?%;x% +y*> = 0% + 12}, ou seja, (0, 1) é o conjunto dos pontos que estio num
circulo de raio 1, com centro na origem.

23. a) Sao definidas 3 classes.
b) 1=1{1,2},3=1{3},4=1{4,5,6}
©) E/R={{1,2},{3},{4,5,6}}

a),(d,d),(a,d),(d,a), (b,b),(c,c), e,
8): (&)}

24. {(a, e),(£,1):(8:8): (c,e), (e;¢), (¢, /), (f;¢), (¢,8), (8:€),

(e.f),(f:e),(e:8),(2:€), (f,

25. Mostremos que R é de equivaléncia:
(i) R é reflexiva. De fato, dado X C E, vale X NA = X NA.
(ii) R é simétrica. De fato, se XNA =Y NA, entdo vale Y NA = X NA.
(iii) R é transitiva. De fato, se XNA=YNAeYNA =ZNA, entdo vale X NA =ZNA.

0

0

{a b} {b}

\ /, {c}

{a,b,c}

U

{a c}

{b c}
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26. Uma relagdo que tenha propriedades reflexiva, simétrica, transitiva e antissimétrica serd, necessariamente,
de equivaléncia e de ordem parcial. Exemplo de tal relagdo sobre E = {a,b,c,d} ¢é a relagio R =

{(a,a),(b,b),(c,c), (d,d)}.

27. A relagio R sobre E = {—3,~2,—1,0,1,2,3} definida por xRy < x? < y? nio é uma relagio de ordem
parcial, pois ndo é antissimétrica. De fato, temos que (—2)% < (2)2 e que (2)? < (—2)2, mas —2 # 2.

28. Tome R sobre E tal que, dados (a,b), (c,d) € E, vale (a,b) < (c,d) se, e somente se, a < coua=ce
b < d. Mostremos que R, assim definida, ¢ uma rela¢do de ordem total sobre E.

oisa=aeb<b.
<(c,d) e (c,d) < (a,b), entdo vale
= (c¢,d). Note que seria impossivel

i) R é reflexiva. De fato, dado (a,b) € E, vale (a,b) < (a,b), p
ii) R é antissimétrica. De fato, dados (a,b), (c,d) € E, se (a,b)
a=c,b<ded<be,portanto a = ce b =d. Assim, (a,b)
tera < cec <a,restando a = c.
iil) R ¢é transitiva. De fato, se (a,b) < (¢,d) e (¢,d) < (e, f), entdo valea < coua=ceb <d e vale
c<eouc=ced<f.Sea<cec<e, valea<e donde (a,b) < (e, f). Sea<cec=e,vale
a < e, donde (a,b) < (e,f). Sea=cec<e,valea <e, donde (a,b) < (e, f). Finalmente, se
a=cec=e,teriamosb<ded < f,donde a=ee b < f e, portanto, (a,b) < (e, f).

Mostremos agora que R é de ordem total. Dados (a,b), (c,d) € E, vale, pela tricotomia, a < c,
c<aoua=c. Sea<c,vale (a,b) < (c,d).Sec<a,vale (c,d) < (a,b). Se a = c, basta verificar se
b<doud <bparater (a,b) < (c,d) ou (c,d) < (a,b), respectivamente. Entdo, de qualquer sorte, vale
(a,b) < (c,d) ou (¢,d) < (a,b). Portanto, R é de ordem total.

29. O diagrama simplificado segue conforme abaixo.

* O ntimero 20 € o tnico limite supe-
rior de A.
¢ Os limites inferiores de A sdo 1 e 2.

‘‘‘‘‘ / \ * O supremo de A é 20.
¢ Oinfimode A é2.

* A ndo possui elemento maximo.

4
‘ / « O minimo de A é2.
2]

30. O diagrama simplificado segue conforme abaixo.
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{a}

e

{a,b,c}

{a,c}

by

{b,c}

{e}

9.3 Numeros Naturais

Os limites superiores de A sdo {a,b} e {a,b,c}.
O conjunto A ndo possui limites inferiores.

O supremo de A é {a,b}.

A nido possui infimo.

O méximo de A é {a,b}.

A n#o possui minimo.

O tinico elemento maximal de A € {a,b}.

Os elementos minimais de A sdo {a} e {b}.
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s(s" (k) #  s(k)
s(k+m) #  s(k)
(k+m)+1 # s(k)
k+(m+1) # s(k)
k+(14+m) # s(k)
(k+1)+m # s(k)
sMk+1) #  s(k)
s"(s(k))  #  s(k)

Por (i) e (ii), concluimos, por indugio, que s™ (1) # n para todo m,n € N.

d) Vamos usar indugdo sobre n. Para n =1, §"(1) # 1 pelo item c. Se s”(k) # 1 para algum
ke N, entdo 1 < s™(k) e, consequentemente, existe p € N de modo que 1+ p = 5™ (k), ou seja,
s™(k) = s(p). Usando isso e o item b, obtemos s”(s(k)) = s(s"(k)) = s(s(p)) # 1. Portanto,

s™(n) # 1 para quaisquer m,n € N.

2. Considerando N = {0,p,q,1r,w,2,y,x,v,u,...}, obtemos r+ g =y pelo algoritmo da adi¢do, como segue

r+q = s9r)

3. Considerando N = {o,p,q,r,w,z,y,X,v,u,...}, obtemos r.p = x pelo algoritmo da multiplicagdo, como

segue

r.p

rs(o)=ro+r
r+r=s"(r)
@ (r) = s(s9(r))

4. Seguindo a defini¢do, para mostrar que r < y precisamos mostrar que r = y ou existe algum ¢ € N tal
que 7+ ¢ = y. De fato, na questo 2, se mostra que existe p € N tal r + p = y. Portanto, r < y.

5. O algoritmo da potenciagdo vai envolver os algoritmos da multiplicagdo e da adi¢do, como segue
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¢ = ¢=q4"=qq
= qs(p)=qpr+g=qs(0)+q
= qotqtq=q+q+q=5%(q)+q
= sP(g)+q=5("(q)+q=5("(q))+q
= s(s(s°(q))) +q=s(s(s(q))) +q=s(s(r)) +q
= s(w)+g=2+q=+5(2)
= $P)=5((2) = 5" (2))
= s5(s(5°(2))) = s(s(s(2))) = s(s(»))

= s(x)=w

6. Usando a defini¢ao de adi¢do de niimeros naturais, obtemos
a) 3+1=5'(3)=s(3) =4.

$3(1) = 8@ (1) = 5(s2(1)) = s(s* D (1)) = s(s(s"(1))) = s(s(5(1))) = 5(s(2))
= s(3)=4.
0)2+5 = $°(2)=s@Q)=s(:* ))—a(x‘ )(2)) = s(s(s2(2))) = s(s(s°@(2)))
sM(2 ))) =s(s(s(s s'<2>>>>) = s(s(s(s(s(2)))))

b)1+3

da+a = 5a) =08 =5(5 @) = (D (4)) = s((24))) = 5"V @)))

e)3+7 = 5'(3)

Na+2 = @) =sU4) =s(s'4)) = s(s(4)) = s(5) =6.

7. Usamos a defini¢do de multiplicagdo de niimeros naturais para obter o produto em termos de somas. As
somas podem ser verificadas pelo defini¢do de adi¢do como feito na questdo anterior.

a)
32 = 3s5(1)=3.1+3
= 343=6.
f)
53 = 55(2)=52+5

55(1)+5=5.1+5+5
= 54545=15.

Il
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8. a) Considere X = {n € N; 24+44+6+...+2-n=n-(n+1)}. Note que 1 € X, pois 2-1=1-(1+1).
Agora, suponha que r € X, ou seja, r€ N e 2+4+6+...4+2-r=r-(r+1). Isso implica que
24446+ 42 r+2-(r+ ) =r-(r+ 1) +2-(r+)=(r+1)-(r+2)=(r+1)-((r+ 1)+ 1).
Assim,r+1€Xe, portanto,X:N

b) Inicialmente, relembramos que a potenciacio em N foi definida na Questio 5. Posto isso,
consideramos X = {n e N; 6. (12422 +3% 4 ...+ n?)=n-(n+1)-(2-n+1)}. Observe que 1 € X, pois
6:12=1-(1+1)-(2-1+1). SercX,entior e Ne6-(124+22+32 ...+ r2) =r-(r+1)-(2-r+1).
Dai,

6-(12+224324+ ... 4r)+6-(r+1)?

ro(r+1)-(2-r+1)+6-(r+1)>2
(r+1)-(r (2 r+1)4+6-(r+1))
(r+1)-(2- P 4r+6. r+6)

= (r+1)-(2- P 4+3.r44. r+6)
( (
( (
( (

6-(124+22+3 4+ ..+ +(r+1)?)

r+1)-(r(2-r+3)+2(2-r+3))
r+1)-(r+2)-(2-r+3)
r+1)-((r+1)+1)-2-(r+1)+1).

Logo, r+1 € X e, consequentemente, X = N.

¢) Considere X = {4- (13 +23 433+ ... +n%) = n?- (n+ 1)?}. Primeiramente, vemos que 1 € X, pois
4-13=12-(1+1)%. Agora, suponha que r € X, isto é,4- (13 +23 433+ ...+ /%) = 2. (r+1)%. Como
uma consequéncia disso, obtemos
4- (P42 4383+ 4+ +4-(r+1)°
rz-(r+1)2+4 (r+1)°

( (P44 (r+1))

( (P 42-r2+2%)
= (r+1)?(r+2)?

( ((r+1)+1)%

4-(P4+22 4334 4+ 4 (r+1)%)

Il

Dessa forma, r+ 1 € X e, portanto, X = N.
9. De fato, temos que

a) Se P(n) for verdadeira, para todo n € N, entdo 244 +---+2n = n(n+1) +2. Nesse caso,
P(n+ 1) implicaria

2444 +2n+2(n+1)

nn+1)+2+2-(n+1)
(n+1)-(n+2)+2
(n+1)-((n+1)+1)+2

Portanto, P(n+ 1) é verdadeira.

b) Basta verificar que que 2+ 4+ ---+2n = n(n+ 1) (Questdo 8(a)). Se P(n) fosse verdadeira,
para algum n € N, terfamos 2+4 +--- +2n =n(n+1) +2, donde n(n+1) = n(n+1) 42, por
transitividade e, portanto

nin+1) = nn+1)+2
= s(nn+1)).
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10.

O que contradiz o item (c) do Exercicio 1.

Considere a, b, ¢ € N. Se a < b, entdo a = b ou existe pE N de modo que a+ p = b. Desse modo,
a = b implica que a-c = b-c e, portanto, a-c < b-c. Por outro lado, se existe p € N de modo que
a+p=bh,entioa-c+p-c=(a+p)-c=b-c,com p-c € N. Logo, a-c¢ < b-c, como desejado.

. Inicialmente, considere a,b € N, de modo que a < b. Entdo, existe ¢ € N tal que a+c¢ = b. Como

1 <c,temos a+1 <a+c =be, portanto, a+ 1 < b. Reciprocamente, suponha que a+ 1 < b, com
a,b € N. Entdo,a+1=bouexiste c € N tal que (a+1)+c=5b. Sea+1=b, entdo a < b. Se, para
algum ¢ €N, (a4 1) 4 ¢ = b, entdo a+ (1 +¢) = b e, como uma consequéncia, a < b.

. Considere a,b € N. Se a =1, tome m = b+ 1. Dessa forma, b < b+1= (b+1)-1=m-a. Agora, se

a# 1, entdo 1 < a. Isso implica que existe ¢ € N de modo que 1+ ¢ = a. Tomando m = b, deduzimos
queb+b-c=b-(1+¢c)=m-a,comb-c € N. Portanto, b < m-a.

. A demonstracio segue por indugio sobre N,

i) Se A tem 1 = 1 elemento, o conjunto das partes é dado por P(A) = {0,A}, que tem 2! =2
elementos.

ii) Considere que A com r elementos tem 2" partes. Nesse caso, B =AU {x} terd r+ 1 elementos. O
conjunto das partes de B pode ser dividido em partes com o elemento x e partes sem o elemento x.
O conjunto das partes de B sem o elemento x equivale ao conjunto das partes de A, portanto com

2" elementos. Por outro lado, o conjunto das partes de B com elemento x equivale a adicionar o
elemento x a cada parte de A, portanto também com 2" elementos. Entdo B terd 2 x 2" = 2/F!
partes.

Por (i) e (ii), concluimos que A com n elementos tem 2" partes.

. A solugio passa pela definicdo de nimero primo, pela propriedade de que existem infinitos nimeros

primos e pela unicidade da decomposi¢iio em primos (Exemplo 1, Cap 1, [1]). Tome o conjunto dos
niimeros primos P C N, dado por P = {p1,p2,p3,...,Pn,. .. }. Para cada niimero primo p;, com i € N,
construimos o conjunto das poténcias de p;, dado por

Ai:{p}?p?\p??"'?p;”"‘}

Assim, cada A; € infinito e, pela unicidade da decomposicdo em primos, os A; sdo dois a dois disjuntos.
Finalmente, observe que A = N —JA; é infinito e, assim temos

N=Xx,uXxU---UX,...

onde X] =A eX,-+1 =A;

. Primeiramente, vamos mostrar que se X é um conjunto enumeravel e ¥ € um subconjunto ndo vazio de

X, entdo Y é enumeravel.

Com efeito, como X é enumerével existe uma funcio injetiva f : X — N. A funcio inclusio j: ¥ — X,
definida por j(x) = x, é injetiva. Logo, fo j: ¥ — N & injetiva. Portanto, Y é enumerével.

Observe que, quando um dos conjuntos X ou Y for o conjunto vazio, X UY é enumerdvel. Agora, quando
X e Y sdo ndo vazios, dividimos a verificagdo de que X UY € enumerdvel em trés etapas.

Etapa 1. X e Y sdo conjuntos finitos.

Suponha, inicialmente, que X NY = 0. Usando a defini¢iio de conjunto finito, existem m, n € N de modo
que X = {xy,...,xm} €Y = {yy,...,yn}- Nessas condi¢des, defina f : X UY — I,,4, pondo f(x;) =i,
parai=1,...,m,e f(yj) =m+j,para j=1,...,n. Afungdo f, assim definida, é bijetiva. Logo, X UY
é enumerdvel. Se X e Y ndo sdo necessariamente disjuntos, escrevemos X UY =X U (Y — X). Usando a

primeira parte da resoluc@o do exercicio, concluimos que X UY € enumerdvel.

Etapa 2. X finito e Y € infinito.



16.

17.

18.

19.

20.
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Levando em conta a defini¢do de conjunto finito, a Proposi¢do 3.7 e supondo que X NY = 0, existe
ne Ntalque X = {x|,...,x,} e Y = {y|,y2,... }. Agora, basta definir uma fungio f : XUY — N por
f(xi) =i, parai=1,...,n,¢ f(yj) =n+j,para j = 1,2,.... Esta funcdo ¢ injetiva e, portanto, X UY
é enumerdvel. Caso X e Y ndo sejam necessariamente disjuntos, escrevemos X UY =X U (Y —X) e
concluimos que X UY ¢ enumeravel.

Etapa 3. X e Y sdo infinitos.

Primeiramente, escrevemos X = {x1,x2,...} e Y = {y1,y2,...}. Em principio consideramos X NY =0
e definimos uma fungio f: X UY — N pondo, paracadai € N, f(x;) =k, tal que k+ 1 = 2i e f(y;) = 2i.
A funcdo f € injetiva e, dessa forma, X UY é enumerdvel. Se X e Y ndo forem necessariamente disjunto,
adotamos o procedimento das etapas anteriores.

Considere n € N e suponha que exista x € N de modo que n < x < n+ 1. Destas desigualdades temos:
(i) n < x implica que n+ p = x, para algum p € N;

(i) x < n+ 1 implica que x+¢ = n+ 1, para algum ¢ € N.

Combinando (i) e (ii), obtemos n+ (p+¢g) = (n+ p) + ¢ = x+ g =n+ 1. Usando a Proposi¢do 3.2,
concluimos que p+ ¢ = 1, ou seja s9(p) = 1, que foi mostrado impossivel no item d da questdo 1.
Portanto, nio existe x € N tal quen <x<n+l1.

A comutatividade permite escolher a ordem com que os os nimeros a,b,c aparecem na soma, sendo
3 x2x1 =6 ordens possiveis. Por outro lado, a associatividade fornece duas possibilidades de
agrupamento. Entdo resulta 6 x 2 = 12 modos para realizar a soma, conforme listamos

(a+b)+c, (atc)+b, (b+a)+c, (b+c)+a, (ct+a)+b, (c+b)+a

a+(b+c), a+(c+b), b+ (a+c), b+ (c+a), c+(a+b), c+(b+a)

a)Como 7-9 =63 e 643 =9, concluimos que o transformado de 79 é 9.

b) Considere aja, um nimero de dois algarismos, no qual a; -ay # 0. Inicialmente, se a; -ay = 3,
entdo ajap = 13 ou ajap = 31. Agora, suponha que a; - ap seja um nimero de dois algarismos, ou seja,
ay -ag = bybg, com by # 0. Sendo by + by = 3, temos as seguintes possibilidades: by =3 e by = 0;
by=2eby=1,b; =1e by=2. Como consequéncia, a; -ay =30 ou a;-ag=21ouaj-ay=12.
Vamos analisar cada situagdo. Se aj -ag = 30, temos a; =6 e ap =5 ou a; =5 e ap = 6. Dai,
ajag =65 ouajag =56. Seay-ay=21,entdo a; =3 eag="7Toua; =7eay=3. Logo, ajag = 37
ou ajag = 73. Por dltimos, se ay -ag = 12, temos: ay =2eap=6;a; =3 eag=4;a, =4eay=3;
ay =6 e ap = 2. Neste caso, os possiveis valores para ajag sdo 26, 34, 43 e 62. Portanto, os niimeros
de dois algarismos cujo transformado é 3 sdo 13, 31, 65, 56, 37, 73, 26, 34, 43 ¢ 62.

A solugdo usa a defini¢@o de par e impar, vista no capitulo 4.

a) Beatriz e Diana ganharam, pois, retirado o cartido de nimero 7, restam 4 cartdes de niimero
fmpar somando 1 +3+5+9 = 17, e restam 4 cartdes de nimero par somando 2 +4 + 6+ 8 = 20. Como
Beatriz e Diana ficaram com os pares, elas tem mais pontos.

b) Uma partida ndo pode terminar empatada se sobrar o cartdo de nimero 8. De fato, retirado o
8, os cartdes restantes somam 37 pontos e, como 37 ndo pode ser dividido por 2, concluimos que nédo
haverd empate.

Considere a, b, ¢, d, e € N. Primeiramente, colocamos esses nimeros em cada bloco da base da
pirdmide e, em seguida, preenchemos os demais blocos com os nimeros representados na Figura 9.13,
com base nas instrugdes estabelecidas, obtendo a- b* - ¢®- d* e no topo da pirimide. Como precisamos
que o topo seja 140026320, entdo a,b,c,d,e devem ser tais que

a-b*-c0.d* e = 1400263204,
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Uma possivel solucio é escolhera=1,b=2,c=3,d =7 e e =15, de forma que

a-b*-®.d*e=1-2%3%.7%.5 = 1400263204.

Verifique se existem outras solu¢des e quantas sao.

a.b*.cb.d* e
a.b3.c3.d b.c3.d3.e
a.b®.c b.c%.d c.d’e
a.b b.c c.d d.e
a b c d e

Figura 9.13: Piramide preenchida com niimeros naturais com base nas instrugées do enunciado.

21. Considerando que os gatos e gatinhos estavam no saco e ndo foram vistos, apenas a mulher, as sete
criangas, e seus respectivos sacos foram avistados, somando, portanto, 1 4+ 7 x 7 = 50 avistados na
entrada da cidade.

22. Como a primeira dica expressa que o produto das idades dos trés filhos € igual a 36, existem oito
possiveis idades para cada filho compartilhadas nas colunas um, dois e trés, Tabela da Figura 9.14. Logo,
essa informacdo néo € suficiente para o professor adivinhar as idades dos trés filhos do seu amigo. Entao,
é necessdria uma segunda dica. Considerando a segunda dica, obtemos a soma de todas as possiveis
idades distribuidas na dltima coluna da tabela. Se, sabendo o niimero de janelas e, portanto a soma
das idades, o professor precisa de mais uma dica, € porque ha mais de uma op¢éo para a soma das
idades. Assim, a soma das idades deve ser igual a 13. Dessa forma, usando a tltima dica, que se refere a
existéncia de um filho mais velho, o deduzimos que as idades séo 2, 2 ¢ 9 anos.

Idade do primeiro Idade do segundo Idade do terceiro Soma das idades
filho filho filho dos trés filhos
(nimero de janelas)
1 1 36 38
1 2 18 21
1 3 12 16
1 4 9 14
1 6 6 13
2 2 9 13
2 3 6 11
3 3 4 10

Figura 9.14: Tabela com as possiveis idades de cada filho e a soma dessas possiveis idades.

23. Note que, para ter I[F x AT = FIAT, implica

(10I+F) x (10A+T) = 1000F + 1007+ 10A+ T
100IA + 10FA+10IT + FT = 1000F + 100/ + 10A+T
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Assim, F' x T deve ter T no algarismo das unidades, podendo ser /' X T =1 x T para F = 1.

Nesse caso, temos

100/A + 10FA+10IT+FT = 1000F +100/+10A+T
100/A+10A+10IT+T = 1000+100/+10A+T
100/A +10/T = 1000+ 100/
10IA+IT = 100+ 101

Assim, concluimos que 100 é multiplode I, e I # 1 (jaque F = 1), ou seja,  =2,40u 5. Se [ =2,

10IA+IT = 1004107
20A+2T = 100420

2(10A+T) = 120
10A+T = 60

Isso implica A = 6 e T = 0. Portanto temos FIAT = 1260.

Se I = 4, encontramos FIAT = 1435
Se I =5, encontramos FIAT = 1530
Mostre que F # 1 ndo atende as restri¢des do problema.

. Somando os nimeros naturais 000, a998 e a999, obtemos a000 + a998 4 a999 = n997, em que
n=a+a+a+ 1. Visto que a000 +a998 + a999 = n997 = 22997, temos n = 22, ou seja, 3-a+ 1 =22
e, consequentemente, a = 7.



176 Fundamentos de Matemdtica para Licenciatura - Da Construgao dos Numeros as Fungoes Reais de Varidvel Real

9.4 Numeros Inteiros



10.
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Como uma consequéncia,

o+r-q = o+r-s(p)=o+(r-p+r)=o0+(r-s(o)+r)=o0+(r-o+r)+r)
= o+ ((r+n+r)=o+(z+p)+r)=o0+c+(p+r)=o0+(+2)
= (o+2)+z=2z+s(2).
Portanto,

(=p)-(+9) = (r+q,0+r-q) = (z+0,2+5(z)) = (0,5(z)) = —z.

. Para mostrar que f : Z x 7 — 7. é sobrejetiva, tome r € Z e a,b € N tais que r = (a,b). Mostremos

que existem s,7 € 7 tais que f(s,t) = s+t = r. Basta tomar s = (1,1) et = (a,b) e temos

f(s,t)=s+1=(1,1)+(a,b) = (a+ 1,b+1)=(a,b)=r

Para mostrar que f ndo é injetiva, tome os inteiros distintos s = (1,3),7 = (2,2),u = (1,4),v=(2,1) e
verifique que f(s,t) = f(u,v), mas (s,7) # (u,v). De fato, temos

Fls,t)=s+1t=(1,3)+(2,2)=(3,5) = (1,4 + (2, 1) =u+v = f(u,v)

Para mostrar que (s,7) # (u,v), basta mostrar que s # u ou ¢ # v. Mostremos que s # u, ou seja,
(1,3) # (1,4). De fato, como 1+4 # 3+ 1, os pares (1,3) e (1,4) ndo sdo equivalentes e, portanto ndo
definem a mesma classe, donde s # u.

. Usando a defini¢do, temos:

a) (3.2)+(6,1)=(3+62+1)=(9,3)
b) (2,4)+(6,3)=(2+6,413)=(8,7)
©) (4.2)+(1,6)=(4+1,2+6)=(5,8)
d) 3,1)+(7,2)=(3+7,1+2) = (10,3)

. Escolhendo pares ordenados adequados, temos que:

B (+2)+(-3) = B0+ (14 = &3 = -1;
b) (+5)—(=3)=(6,1)—(1,4) = (6,1)+ (—(1,4)) = (6,1) + (4,1) = (10,2) = +8.

. Considere r, s, t € Z de modo que r+¢ = s-+¢. Vamos mostrar que r = s. Pelo item S4 da Proposigdo

4.2, existe ' € Z tal que t + ' = 0. Usando a hipétese e os itens S2 e S3 da Proposigio 4.2, obtemos

r=r+0=r+(t+t)=(r+t)+t' = (s+t)+t' =5+ (t+)=s5+0=s.

. Sejam r e s pertencentes a Z. Entio,

(s=r)+r=(s+(=r)+r=s+((-r)+r)=s5+0=s

(r+s)—s=@r+8)+(=s)=r+(s+(-9)=r+0=r.

Observe que (+2) — (+3) # (4+3) — (+2) pois, tomando 1, 3,4 € N,

(+2)—(+3)=(3,1)—(4,1) = (3,1)+(1,4) = (4,5) = —1

(+3) = (+2)=(4,1)— (3,1) = (4,1) + (1,3) = (5,4) = +1.
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Portanto, a operagio subtragio nio é comutativa em Z. Além disso, ndo vale a propriedade associativa,
pois (+3) — ((+2) — (+1)) # ((+3) — (+2)) — (+1). De fato, tomando 1, 2, 3, 4 € N, vemos que

(+3) = ((+2) = (+1)) = (41— ((3,1)—(2,1))
= 4D-(31)+(1,2)
= (41D-43)
= (471)+W
= (775)
= 42

e

(+3)-(+2) = (+1) = (4 1)—-(3,1)-(2,1)
= (4, 1)+(1,3)-(2,1))
= 549-21
= (54)+(1,2)
= (6,6
= 0.

11. Para mostrar que f : Z x Zi — Z, com f(s,t) = s-t, é sobrejetiva, tome r € Z e a,b € N tais que
r = (a,b). Mostremos que existem s, € Z tais que s-t = r. Tomando s = (2,1) e t = (a,b), deduzimos
que

sit=(2,1)-(a,b)=(2-a+1-b,2-b+1-a) = (2a+b,2b+a) = (a,b) = r.

Para mostrar que f ndo € injetiva, tome os inteiros distintos s = (3,1),r = (5,2),u = (2,1),v=(7,1) e
verifique f(s,t) = f(u,v), mas (s,t) # (u,v). De fato, temos

fls,)=s-1=(3,1)-(5,2) = (17,11) = (15,9) = (2,1) - (7,1) = u-v = f(u,v).
Para mostrar que (s,7) # (u,v), basta mostra que s # u ou t # v.

12. Considere r, s, t € Z de modo que r+¢ = s+t. Entdo, r = 5. Com efeito, tome a, b, ¢, d, e, f € N de
modo que r = (a,b), s = (c,d) e t = (e, f). Desse modo,

r+t=s+t = (a,b)+(e,f)=(c,d)+(e,f)
= (ateb+f)=(cted+f)
= (a+e,b+f)R(c+e,d+f)
= (at+e)+(d+f)=(c+e)+(b+f)
= a+d=c+b
= (a,b)R(c,d)
= (a,b) = (c,d)
— r=s.

13. Comot # 0, t é positivo ou ¢ é negativo. Suponha, inicialmente, que ¢ seja um niimero inteiro positivo.
Entio, existe k € N de modo que t = (1+k, 1). Dessa forma, considerando r = (a,b) e s = (c,d), com
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a, b, ¢, d € N, concluimos que

rt=st = (a,b)-(14k1))=(c,d)-(1+k,1)
= (a-(1+k)+b-la-1+(14+k)-b)=(c-(1+k)+d-1,c- 14+ (1+k)-d)
= (a-(14+k) +b,a+ (1+k)-b)R(c-(1+k) +d,c+ (1+k)-d)
= (a-(1+k)+b)+(c+(1+k)-d)=(c-(1+k)+d)+ (a+ (1 +k)-D)
= a+b+c+d+(a+d)-k=a+b+c+d+(c+b)-k
= (a+d)-k=(c+b)-k (Prop.3.2,itemc)
= (a+d)=(c+b) (Prop.3.4,itemd)
= (a,b)R(c.d)
= (a,b)=(c,d) (Prop. 2.8)
= r=s

Agora, suponha que ¢ seja um niimero inteiro negativo, com ¢ = (1, 1 +k), para algum k € N. Entéo,

(a,b)-(1,14Kk)) = (c,d) - (1,1 +k)
(a+b-(1+k),a-(14+k)+b)=(c+d-(1+k),c-(1+k)+d)
(a+b-(1+4k),a-(14+k)+b)R(c+d-(1+k),c-(1+k)+d)
(@a+b-(14k)+(c-(1+k)+d)=(c+d-(1+k)+ (a- (14+k)+b)
a+b+c+d+(c+b)-k=a+b+c+d+(a+d) k
(c+b)-k=(a+d) k

ct+b=a+d

(a,b)R(c,d)

(a,b) = (c,d)

r=s

Ferrerietl

14. Escolhemos pares de nimeros naturais para representar cada inteiro dado. Assim, obtemos
a) (—2)-(+3)=(2,4)-(6,3) =(2-6+4-3,2-3+6-4) = (24,30) = -6

b) (+2)- (+5) = (3,1)-(7,2) = (3-7+1-2,3-2+7-1) = (23,13) = +10
o) (=1)-(-4)=(1,2)-(3,7)=(1-342-7,1-7+2-3) = (17,13) = +4
d) (=2)-[(+2) + (=5)] = (2,4) - [(4,2) + (3,8)] = (2,4) - (7,10) = (54,48) = +6

15. a) De (7,5) + (a,b) = (1,1), obtemos (7+a,5+b) = (1,1). Entdo, 7T+a+1=5+b+1, que
implica @ +2 = b. Portanto, a igualdade se verifica para todo a,b € N tais que b = a + 2. Assim,
a igualdade se torna (+2)+ (—2) =0.

b) De (1,5)-(a,1) = (b,2), obtemos (a+5,145-a) = (b,2). Entdo, (a+5)+2=>b+(1+5-a),
que implica, 6 = b+4 - a. Portanto, a igualdade se verifica a,b € N tais que 6 = b+4-a, ou seja,
a=1eb=2. Assim, a igualdade se torn (+4)-0=0
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16. Tomamos a,b,c,d € N de modo que r = (a,b) e s = (c,d).
a)

(-r)s =

T

,b)

)(
bc+adbd+ca)

a-d+c-b,a-c+b-d)
= —(a-c+b-da-d+c-b)
= ~[@b) (cd)]=~(rs

“(c,d

—

\_/

b)

(a,b
= (a- d+b c,a-c+d-b)
(a-d+c-bya-c+b-d)
= —(ac+b-dya-d+c-b)
= (@) -(c.d)]=~(r-s)

17. a) Considere a,b € N e os inteiros negativo —a = (1,1 +a) e —b = (1,1 +b). Ento,
(—a)-(=b) = (1,14a)-(1,1+b)
(1+(14a)-(14b),(1+b)+ (1 +a))
= (2+a+b+a-b2+a+b)
(1
(I+a-b,1)

+(14+a+b)+a-b,1+(1+a+b))
[Fa-b,1) = +(a-b)

Analogamente se mostra que (+a) - (+b) = +(a- b)

b) Basta mostrar que (—a) - (+b) = (1,1+a)-(1+b,1)=(1,14+a-b) = —(a-b)

18. Para mostrar que r = 0 ou s = 0, mostremos que, se r # 0, deve ser s = 0. Se r # 0 com r > 0, tome
a,b,k € N tais que r = (1 +k,1) e s = (a,b). Entdo temos

rs=0 = (l+k1)-(a,b)=(1,1)
= ((1+k)-a+b-1,(1+k)-b+1-a)=(1,1)
= a+k-at+b+1=b+k-b+a+1
= k-a=k-b
= a=b
= 5=0

Analogamente, se r < 0, terfamos r = (1, 1 + k) e concluirfamos que r-s = 0 implica s = 0. Assim, de
qualquer sorte, r # 0 implica s = 0, donde concluimos que deve ser r = 0 ou s = 0.

19. Para mostrar que um nimero inteiro negativo € menor que um inteiro positivo, primeiramente, veja as
notas 4.1, 4.2 e 4.3. Entdo, considerando » um nimero inteiro negativo e s um niimero inteiro positivo,
tome a,b € N de modo que r= (1,14+a) e s = (1+5,1). Como 1 + 1 < (1+5) + (1 +a) temos, por
definigéo, que (1,14+a) < (1+5,1), ou seja, r <s.
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20. Tome a,b,c,d,e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e t = (e, f).
a)Ser<set >0, temos

r<s = (a,b)<(c,d)=a+d<b+c

= a+d+p=>b+c (para algum p € N)
a-e+d-e+p-e=b-e+c-e
{a~f+d~f+p-f—b-f+c~f
a-et+d-e+p-et+b-frc-f=a-f+d-f+p-f+b-etc-e
a-e+b-f+c-f+d-et+p-e=a-f+b-etc-e+d-f+p-f
(det >0, vale e > f, donde p-e > p- f, ouseja, p-e=p-f+gq, parag € N)
a-e+b-ftc-f+d-e+(p-f+q)=a-f+b-etc-e+d-f+p-f
a-e+b-f4+c-f+d-et+g=a-f+b-etc-e+d-f
a-e+b-f+c-f+d-e<a-f+b-etc-e+d-f
(a-e+b-fia-f+b-e)<(c-e+d-fic-f+d-e)
(a,b)-(e.f) <(c.d)-(e.f)

r-t<s-t.

oy

L e

b) Se r < set < 0, obtemos

r<s = (a,b)<(c,d)=a+d<b+c
= a+d+p=>b+c (para algum p € N)
N {a-e+d~e+p-e—b-e+c-e
a-f+d-f+p-f=b-f+c-f

= a-etd-et+p-e+b-f+c-f=a f+d-f+p-f+b-etc-e
= a-e+b-f+c-f+d-et+p-e=a-f+b-etc-e+d-f+p-f
(det <0, valee < f, donde p-e < p- f, ouseja, p-e+q=p-f, parag € N)
= a-e+b-f+c-f+d-et+p-e=a-f+b-et+ce+d-f+(p-e+q)
= a-e+b-fHc-f+d-e=a-f+b-etc-e+d-f+q
= a-etb - ftc- ft+d-e>a f+betc-etd-f
= (a-e+b-fia-f+b-e)>(c-e+d-f,c-f+d-e)
= @h@h>Ed f
= r-t>s-1

Se r=sout =0, é trivial verificar que r-t = s-¢. Entdo, de qualquer sorte, vale r-t < s-t, quando
t>0,er-t>s-t,quandot <0.

21. Suponha que ¢ seja um multiplo de b e que b seja um mdltiplo de a. Entio, existem m, n € Z de modo
quec=m-beb=n-a. Assim,c=m-(n-a) = (m-n)-a. Portanto, ¢ é um miltiplo de a.

22. Sejam r,s € Z. Tome a,b,c,d € N de modo que r = (a,b) e s = (c,d). Usando a Proposicio 3.6, item
b, deduzimos que a+d < c+bouc+b < a+d. Isso implica que (a,b) < (¢,d) ou (¢,d) < (a,b), isto
é,r<sous<r.

23. Considere a € Z e suponha que b, ¢ € Z sejam miiltiplos de a. Entio, existem m, n € Z; de modo que
b=m-aec=n-a.lssoimplicaque b+c=m-a+n-a= (m+n)-a. Logo, b+ ¢ é um miiltiplo de a.
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24.  a) Sejam re s dois nimeros inteiros pares. Entdo, existem m, n € Zi de modo que r=2-mes=2-n.
Desse modo, r-s = (2-m)-(2-n) =2-(2-(m-n)). Tomando u = (2 (m-n)), temos r-s =2-u.
Portanto, s é um nimero par.

b) Sejam r e s dois nimeros inteiros fmpares. Assim sendo, existem m, n € Z de modo que
r=2-m+1les=2-n+1. Desse modo,r-s=(2-m+1)-(2-n+1)=(2-m)-(2-n)+2-m+
2:-n+1=2-(2-(m-n)+m+n)+ 1. Tomando u = (2-(m-n)+m+n), temos r-s =2-u+ 1.
Portanto, r-s € um nimero inteiro impar.

25. Denotamos o conjunto dos nimeros inteiros pares por 27 = {2-m;m € Z} e o conjunto dos nimeros
inteiros impares por 27 +1 = {2-m+ 1;m € Z}. Isso posto, definimos as funcdes f: N — 2Z e
¢:N— 27 +1 por

fm) = {(+n)+(—z), s (+n) ¢par,
(=n)+(—1), se (+n) éimpar

¢(n) = (+n)+ (1), se (+n) épar,
(—n), se (+n) éimpar.
As fungdes f e g, assim definidas, sdo bijetivas. Portanto, 27 e 27+ 1 sdo enumeraveis.
26. Nao. Essa relagdo ndo é simétrica. O nimero 4 é multiplo de 2, pois 4 = 2-2. Mas 2 ndo é muiltiplo de 4.
De fato, suponha que 2 seja um multiplo de 4. Entdo, existe m € Z tal que 2 = 4-m, ou seja, | = 2-m.

Logo, 1 € um nimero inteiro par. O que é um absurdo.

27. Observe que a resolucdo dos itens a, b e ¢ € imediata quando A ou B for o conjunto vazio.

a) Suponha que os conjuntos A e B sejam diferentes do conjunto vazio. Isso implica que existem m,
p€Ndemodoque A= {ay, az,..., an} e B={by, bs,..., bp}. Defina f : I+, —> AUB por

) = aj, se 1<j<m,
bj—m, se m+1<j<m+p.

A fungdo f, assim construida, ¢ bijetiva. Logo, n(AUB) = m+ p = n(A) +n(B).

b) Escrevendo A como a unido disjunta A = (A —B)U (AN B) e usando o item a, obtemos
n(A) =n((A—B)U(ANB)) =n(A—B)+n(ANB). Assim, n(A — B) = n(A) —n(ANB).

¢) Considere a unido disjunta AUB = ((A—B)U(ANB))U(B—A). Usando os itens a e b, deduzimos

que
n(AUB) = n(((A-B)U(ANB))U(B—A))
n((A—B)U(ANB)) +n(B—A)
= n(A—B)+n(ANB)+n(B—A)
= (n(A)—n(ANB))+n(ANB)+ ((n(B) —n(BNA)))
= n(A)+n(B)—n(ANB).
28. a)n(A)=9.

b) n(B) =n(A) =9.
¢)ANB={4, 6, 12, 18}. Logo, n(ANB) = 4.
d) Usando o item ¢ do Exercicio 22, obtemos n(AUB) = (A) +n(B) —n(ANB) =9+9—4 = 14.

29. Denotamos por n(B) o nimero de habitantes que apreciam o clube Sdo Bento, por n(C) o nimero
de habitantes que apreciam o clube Campos, por n(BUC) o nimero de habitantes que apreciam
pelo menos um dos dois clubes e por n(BNC) o nimeros de habitantes que apreciam os dois clubes.



30.

Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 183

Com base nos dados do problema, deduzimos que n(C) = 4900, n(BUC) = 15000 — 1500 = 13500 e
n(BNC) = 1800. Como vale n(BUC) = n(B) 4+ n(C) —n(BNC), entdo, 13500 = n(B) + 4900 — 1800,
ou seja, n(B) = 10400. Portanto, o nimero de pessoas que apreciam o clube Sdo Bento é 10400.

Considere X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A={neX;népar}={2,4,6,8 10} e B={ne¢
X;n é miltiplo de 3} = {3, 6, 9}. Logo, AUB={2, 3, 4, 6, 8, 9, 10} e, portanto, a quantidade de
niimeros pares ou multiplos de 3 que a roleta pode parar é dada por n(AUB) =17.
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9.5 Numeros Racionais
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Quanto a multiplica¢do, vemos que

a-f=b-eec-h=d-g
(@ f)(c-h)=(b-e) (d-g)
(a-c)-(f-h)=(b-d)-(e-g)

(p,q) = (r9)

A

—
SR
—
> ala
A
Tl
=
S
—_
S |oe
bl

4. Dados p, q, r € Q, considere a, b, ¢, d, e, f € Z., com b e d ndo nulos e f positivo, de modo que
a c e
=1—=1, = |—| e —] — 1.
P [b] 1 [d] " [f}
a) Suponha p < ge0 <r. Issoimplicaquea-d <b-ce0-f <1-e,ouseja,a-d <b-ce0 <e. Entio,
sendo f positivo,

(@-d)-(e-f)<(b-c)-(e-f) = (ae)-(d-f)<(b-f) (c-e)

- [57)<[5]
- B

(b-c)-(e-f)<(a-d)-(e-f) = (b-f)(c-e)<(a-e)-(d-f)

- [ [5]
- {;}ﬁ <[4-[]

5. Considere a, b, ¢, d € Z, com b > 0 e d > 0, de modo que p = [ﬁ] eq= U—i] Tomando r =

b
{%],obtemos
p<q = a-d<b-c
= b-(a-d)<b-(b-c)
= b-(a-d)+a-(b-d)<a-(b-d)+b-(b-c)
= a-(b-d)+a-(b-d)<b-(a-d)+b-(b-c)
= a (2-(b-d)<b-(a-d+b-c)
=
=

N — 9
ST
A
—
o 2
g
S|+
N
=13
—_
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Além disso,

p<q = a-d<b-c
(a-d)-d<(b-c)-d
= (a-d)-d+(b-c)-d<(b-c)-d+(b-c)-d
= (a-d+b-c)-d<(2-(b-d))c
a-d+b-c c
- [55a] <[
= r<gq.

a-d+b-c

Portanto, existe r =
2-(b-d)

}demodoquep<r<q.

6. a) Para mostrar que j ¢ bijetiva, é suficiente comprovar que j ¢ injetiva e sobrejetiva. De fato, dados m e
nem 7,

jim) = jn)= [?] = [?] =>m-l=1-n=>m=n.
Assim, j ¢ injetiva. Além disso, dado [?] S Z, existe m € Z de modo que j(m) = [?] . Dessa forma,
J é sobrejetiva. Portanto, j é bijetiva.

b) A fungdo j preserva a soma. Com efeito, para quaisquer m, n € Z,

PR S N R R

¢) A fungdo j preserva o produto. De fato, para quaisquer m, n € Z,

o= [557] - 5] ] - s

d) A fungo j preserva a relagdo de ordem. Com efeito, para quaisquer m, n € Z,

m<n=m-1<n-1= [?] < [ﬂ = j(m) < j(n).

7. Param,n,p,q € N, devemos mostrar que F(m,n) = F(p,q) = (m,n) = (p,q). Vejamos:

F(m,n) = F(p,q) =
(m4n=2)(m+n-1)+2n _ (p+q=2)(p+q-1)+2q _
2 2
(m+n—2)2(m+n—l)+n _ (1J+q—2)2(p+617—1)+q:>

142434+ (m+n—2)+n 142434+ ... +(p+g—-2)+q (x1)

Supondo que (m+n—2) < (p+q—2), terfamos

142434+ .+ (m+n=2)+n=142434+ ...+ (m+n—-2)+(m+n—1)+...+q.

Cancelando 1 +2+3+ ...+ (m +n —2) em ambos os membros, resulta

n=(m+n—1)+..+g>n,



10.

11.

12.

13.
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que € absurdo. Analogamente, seria absurdo supor (m+n—2) > (p+ g —2). Entdo, vale
(m+n-2)=(p+q-2).

Cancelando 1 4+2+3+ ..+ (m+n—2)com 1 +24+3+ ..+ (p+¢g—2), em (1), ican=gq e,
consequentemente, m = p. Portanto (m,n) = (p,q), donde F é injetiva.

. Como r = m,ajay---ay -+ € uma dizima peri6dica, considere r = m,ajay---apb1by---b,. Agora,

multiplicando r por 107*" e, em seguida, por 107, obtemos

107" r=mayay---apbyby---bp,biby -+ by

10P-r=mayay---ap,biby---by.

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, deduzimos que

(10[)+I1_ IOP) -r m a|a2~--apblbzv--b,,,blbzmbn—ma|a2-~-ap,b|b2~--b,,

mayay---apbiby---by+0,b1by---by—mayay---ap, —0,b1by--- by

mayay---apbiby---by—mayay---ap.

107 (10" = 1) -r=majay---apbiby---by —m aja - -- a,.

. mayay---apbiby-- by —majay---ap

107 (10" — 1) ’

ou seja, r = g,em quea=mayay---aphiby---by—mayay---apeb=107-(10" - 1).

Por exemplo, se r = 12,16352, entdo p =2 e n = 3. Logo, r = %

1215136
© 99900

. Consequentemente,

. Procedendo-se como na resolugdo do exercicio anterior, considere r = 0,b1b5 - - - b,. Desse modo,

10" -r =bby---by,b1by---by e, consequentemente, (10" —1)-r="5b1by---by.
Agora, por indugio sobre 1, vemos que 10" — 1 =9-(10"~! +10"2 4... 4 10+ 1). Assim,
10" —1=9-10"""+9.10"2+..+9.10+9=99---99.

Portanto,
_biby--by

r=

99...9
Considerando r = 075: 0,999 -, concluimos que 10-r = 9,5. Dai, (10—1)-r=09, ou seja, r = 1.
(a)3=11 (b)4=100 (c)10=1010 (d)21=10101 (e)55=110111 (f)60=111100

Usando a relagio de ordem em Q, obtemos

2.3 _4_4_6_4
57576 575 73

Como a —b = 0, ndo ¢ possivel dividir cada membro da igualdade a- (b —a) = (b+a) - (b — a) por zero.
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14.

15.

20.

Usando o Algoritmo da Divisdo Euclidiana encontramos, para cada nimero racional, a parte inteira e a
respectiva fracdo como segue.

-1 2 -2 3
a)T—*lJrg, C)?—*1+§,
1 1 7 1

b)g—O-I—g, d)§—3+§.

Usando a tdbua de equivaléncia de fragdes da Figura 5.2, obtém-se:

1 1 1 1
D d fi — cabe 3 s na fracdo —, ou seja, — =3 — ;
a) De acordo com a figura g cabe 3 vezes na fracao 2 ou seja > §= 6

3 1 1 3 3
b) De acordo com a figura - 3. 3 +x- 3 ou seja, x = 1= 0,75. Desta forma, 1 equivale a 3 fragdes

de l,mais z de l;
5 4 5

2 1 2 1 2 1
¢) De acordo com a figura, — =2 — +x- —, ou seja, — equivale a duas fracdes de —, mais — de —.
3 4 4 3 4 34

2 2 1 2
d) Observando a figura, 1 = 3 +x- 3 ou seja, x = 3 Desta forma, 1 equivale a uma fracdo de 3 mais

1 2

Edeg
1. 6 1 3 4 11 1, 6 7
)5t 10°57575 ‘nt ot n
7 1 7 4 11 1 1 3 2 1
b)s4s=rtz= d

2736 6 6

. Considere n o niimero de péginas do livro. Com base nos dados do problema, temos:

a) A frac@o do livro que falta para Carla terminar a leitura é dada por

L N S
n 47!6"—1211.

b) Se o livro possui 300 pdginas, entdo falta 175 pdginas para Carla terminar de ler.

. Denotamos por a, b, ¢ e d, respectivamente, a quantia que Adriano, Bruno, César e Daniel devem

possuir. A partir dos dados do problema, deduzimos que

1 1 1 1 1 1
d—§a+zb+gc e ga—zb—gc

Dessa forma,

d*3 ~3b~

=3 a—4 =c,
ou seja,
azé-d,b:idec:d.
3 3

1
Isso implicaque a+b+c=4-d,isto é,d = 1 (a+b+-c). Portanto, a quantia que Daniel possui agora

1 . I B
representa ) da quantia total que seus trés amigos juntos possuiam inicialmente.

4 2 3 . , .
. O nimero 7 esta entre 3 e T Portanto, a alternativa correta € a correspondente ao item (d).

2
Considere a, b € Z, com b # 0. Suponha que g seja equivalente a 5 ou seja, a-5 = b- 2. Desse modo,

5 8
b= 58 e a+ b =28. Como uma consequéncia, a = 8 e b = 20. Portanto, g =% ¢ a fragdo desejada.
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2
21. Denotamos por d o comprimento da rodovia, em km. Conforme os dados do problema, 3 -d = 20.

Portanto, o comprimento desta rodovia, em km, é d = 30.

22. Considere x o nimero de pedagos que a pizza foi dividida. Entdo, com base nos dados do problema,
deduzimos que

- 18,75+31,25+12,5+6,25 PN 1768,75 R
100 100 100 100 N 100 B o

Portanto, a pizza foi dividida em 16 pedagos.
23. Em conformidade com os dados do problema, concluimos que o valor destinado ao irmdo de seu

Genaro foi de R$740.000,00. Sua prima recebeu R$1.233.333,33. A quantia destinadas aos dois filhos
foi de R$3.700.000, 00. Por fim, o valor destinado a Institui¢do de caridade foi de R$1.726.666,67.

9.6 Numeros Reais
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a
2. Ao supor que um niimero d € (Q é tal que ¢ = 4, implica a existéncia de fragdo irredutivel b tal que

2
Z—z = d? = 4, donde a® = 4b?. Entio, a® é miiltiplo de 4. Diferente dos casos em que a> multiplo de
2 ou 3 implica a miiltiplo de 2 ou 3, ter ¢ miiltiplo de 4 ndo implica a miiltiplo de 4, pois basta a ser
miiltiplo de 2 para que a® seja miltiplo de 4. Dessa forma, o argumento que leva a um absurdo como no
casos em que se supunha um racional cujo quadrado seja 2 ou 3, ndo leva a absurdo ao supor racional
cujo quadrado seja 4.

3. Pela defini¢do, uma das condigdes para que ¢ seja um corte é que, dados x € ¢ e y € ., deve valer
x < y. Entretanto, para & = {x € Q;x> < 1}, podemos tomar x=0 € @ ey = —2 € &, com y < x.
Entdo, o conjunto o dado ndo atende a definig¢do de corte nos racionais.

4. Para mostrar que § < ¢, devemos mostrar que  C «. De fato, dado x € B, se x > 0, temos

© <5
® <25
<27
<3

xea

xep

N R

Por outro lado, se x < 0, é imediato que x € . Entéo, de qualquer sorte, x € 8, implica x € . Disso,
concluimos que 3 C « e, portanto, f < ¢.

5. Sejam os cortes , 8 C (Q e suponha que ndo vale o < 8. Entdo o ¢ 3, donde existe x € o tal que
x ¢ B, que implica y < x para todo y € . Por defini¢do, se x € @ e y € ¢, implicaria y > x mas, como
temos y < x, deve valer y € o para todo y € 8. Portanto, f C «, ou seja, § < a.

6. Dado o corte & € R, temos:

a=0 = oa={reQ;r<o}
= —a={-rnrea‘er#0}
= —o={-rnr>0}
= —a={rr<0}
= —a=a=0

ii) Se a <0, entio Iy < Otal que & = {r € Q;r <y < 0}. Assim, —a={—r;r>yer#Sup(a)}.
Tomando r, com y < r < 0 vale —r > 0 e —r € (—a). Entio, para todo x € 0, vale x < (—r) e,
portanto, 0 C (—a), com 0 # (—a). Disso, concluimos que 0 < (—a).

iii) Andlogo ao item (ii).
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7. Sem perda de generalidade, considere o > 0. Por definigo, temos que

1
al= {—;r ca er# Sup(a)} uQ_
r
Sendo ¢ racional, existe x € QQ tal que x = Sup(a) e, portanto, & = {r € Q;r < x}. Assim,

1 - 1 - 1
al = {—EQ;r>x}UQ = {se@;; >x}UQ = {se@;s<—}.
r x
1
Portanto, Sup(o™!) = — =x~1 = Sup(a) 1.
x

8. Temos:
a)
o é um corte racional Sup(a) e Q
—Sup(a) € Q
Sup(-a) € Q
(—ot) é um corte racional;

rred

b)

o é um corte racional Sup(a) € Q

Sup(a)”' € Q
Sup(a™') e Q

o~ é um corte racional.

1111

9. Como consequéncia da questao anterior, conclui-se que @ ¢ irracional se, e somente se, —¢ € irracional.
Entdlo, dado um corte irracional @, obtemos a soma de irracionais ¢ + (—a) = 0, onde 0 € um corte
racional.

10. Usaremos os resultados jd mostrados de que

(—a)(=B) = —((e)(=B))
—(=(e-B))
= a.[j

11. A comutatividade da multiplicacdo entre cortes decorre imediatamente da comutatividade na multiplica-
¢do de racionais. Considere, sem perda de generalidade, o > 0 e 8 > 0. Entdo

a-B = {rs;rea,sef,r>0,s>01U(Q.)
= {srseB, rea,s>0r>0U(Q)
= ﬁ.a
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12.

13.

15.

16.

17.

Como consequéncia da Questdo 7, conclui-se que o é corte irracional se, e somente se, o~ ! é corte

irracional. Entdo, dado um corte irracional o # 0, obtemos o produto de irracionais o - o= 1, onde 1
é um corte racional.

O item (a) é consequéncia do item (b). Mostremos (b). Seja ot > 0. Note que, por defini¢io
71 1 C
al=q-yea eySup(a) , UQ_.
y

. 1 A 1
Sey € a, entdo y > 0 e, por conseguinte, — > 0. Assim, se x € 0, vale x < 0, donde x < — para todo
y y

y € a°. Isso implica que x € o~ e, portanto, 0  a~!. Observando que a inclusdo & estrita, pois ot~
tem elementos positivos, temos que 0 < o™, ou seja, ™! > 0.

. Sem perda de generalidade, considere os cortes positivos, o e §. Usando a defini¢do de multiplica¢do

entre cortes, obtemos

a-B={rs;rea,scfrns>00U(Q_ )={s-rseB,rca,sr>00U@Q_)=8-«a

Portanto, a multiplicagdo entre niimeros reais é uma opera¢do comutativa.

O argumento da Diagonal de Cantor considera uma hipotética enumeragio dos niimeros reais, na sua
representago bindria, e constréi um novo elemento pela negacdo do n-ésimo digito no n-ésimo elemento
(para todo n € N), mostrando que esse novo elemento é niimero real e nio estd enumerado, o que torna
absurda a hipétese da enumerabilidade.

Por outro lado, esse argumento ndo contraria a enumerabilidade dos nimeros racionais, pois, a negacdo
da diagonal ndo vai, necessariamente, gerar novo niimero racional. De fato, a negagao da diagonal ndo
garante que a nova sequéncia de digitos serd periédica e, portanto, o novo elemento serd um nimero real
mas, ndo necessariamente, racional.

Na discussdo da enumerabilidade dos niimeros racionais foi construida a seguinte fungdo injetiva

(m+n—2)(m+n—1)+2n
2
Entdo, dado A = {/m; m,n € N}, tome §: A — N x N e construa, por composig#o, a fungio injetiva

F:NxN =N, com F(m,n) =

FoG:A—N

Isso mostra que A € um conjunto enumerédvel.

Supondo que e seja racional, existiria a,b € Z, com b # 0, tais que

G S R L S

b 21 31 41 5! nt
Multiplicando por b!, teriamos

bl b bl b! b!
a(b—l)!:b!+b!+i+§+a+§+"'+a+...

b!
Enquanto b > n, teremos ot inteiro e, chamando de A, a soma desses inteiros, terfamos

n:

b! b! b!
G+ T Ty T
1 1 1

b= = At e T o0+ T 6+

alb—1)1=A+

)+4..
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1 1 1
O ni b—1)-A= Lo d inteiro, ja
nimero a( ) 55D + B30T D) + TG ED + eve ser inteiro, ji

que a(b— 1) e A sdo inteiros. Mostremos que esse nimero é menor que 1, o que leva a um absurdo a
suposicdo de que e seja racional. Note que

1 1 1 1 1 1
b)) B e+ G GG T S a2 Ty T
1 1 1 bad 1 |
b)) Br)b+l)  Br3)brBrn S );1 by <
Portanto, o nimero de Euler, e=2,718..., nao € racional.
9.7 Nimeros Complexos
N\
A
T
= >
0

Figura 9.15: Representacdo geométrica de 7 =2(1++/3 i).
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b) Note, inicialmente, que

V3+i 3+ )(V3-1i) (V3)2+12

Denotando por o o argumento do niimero complexo \/5 + i, vemos que

_ Re(v3+1i) V3

cos(a) =

. 2(1+v3i) _204V3)(V3- i) _ 2[(V3+V3)+B-1)i] _ 2(2\/?20 e

CIm(V3+i0) 1

—— = —— € sen(;0) = — =3
WV3+i 2 @ V3+i 2

Desse modo, o argumento de z € o = /6 e, consequentemente,

z="2[cos(m/6)+ i sen(m/6)].

ol

\4

Figura 9.16: Representacdo geométrica de 7 = 2(%_{3 U

¢) Veja a resolugdo do item b). A representacdo geométrica de z é a mesma do item b) (Figura

9.16).

d) Observando a resolucdo do item b), vemos que

1+\/§i_1(
V3+i 2

Usando a Férmula de De Moivre, obtemos

_ (1;3:{3;‘) ]0: (ms (%) 4 sen (%))mzcos (1%”) tisen (%) = cos <5?”) tisen <5?”) .

O argumento de z, neste caso, é ST” O niimero z estd representado na Figura 9.17.

V3+i)= %.2[cos(n’/6) +i sen(1/6)] = cos(n/6) + i sen(m/6).

3. Denote por & e por 8 os argumentos dos niimeros complexos z; = —vV2 —V2 i ez =2+2V3 i,
respectivamente. Dessa forma,
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Re(z1)
|21]

cos(a) =

De modo andlogo, obtemos
cos(B) = % e sen(f) =
Isso implica que o = §4E e B =%. Assim,
21 =2[cos(5m/4) +isen(5m/4)] e zp =4[cos(n/3)+isen(m/3)].
Como uma consequéncia,
21.22 = 8[cos(197 /12) + i sen(197/12)]
N

wjl
\4

~
N

Figura 9.17: Representagdo geométrica de z = ( l\‘/%‘fii )10,

i %[cos(lln/u)+isen(117r/12)].
22

Os quatro nimeros complexos z1, 22, 71.22 € ;—; estdo representados nas figuras 9.18, 9.19, 9.20 e 9.21,
respectivamente.

4. Observe que

PRaxi . (i) (I—xi) 2% 4x(1-x)(14x) i 242 x(1=x)(1+4x) .

7 — (x)(—xi) T2 122 [FECIE

Dessa forma, z ¢ um nimero real, quando x(1 —x)(1 +x) =0, ou seja, parax =0,x=1lex= —1.

=

5. Escrevendo z = |z|[cos(0) +i sen(0)] e i = 1[cos(n/2) +i sen(m/2), vemos que
z.i = |z|[cos(0 + 7 /2) + i sen(6 + 7 /2)] (Figura 9.22).

6. Pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides, existem ¢ e r no conjunto dos nimeros inteiros, com 0 < r < 4,
de modo que n = 4g + r. Como consequéncia,



196 Fundamentos de Matemdtica para Licenciatura - Da Construgao dos Numeros as Fungoes Reais de Variavel Real

Mt

Vv

A

Figura 9.18: Representacdo geométrica de 7y = —V2-V2i.

Entéo,
RTINS DY U oA JU f :A Sl
1-z2 1-z 1—z
Portanto, a igualdade
1_ n
I4z4 42 =5
-z

¢ verdadeira para todo nimero inteiro n maior ou igual a 1.

9. Usando o Execicio 8 e o fato que o resto da divisdo de 103 por 4 é igual a 3, obtemos

1=t 18 ki (4?1424
1—i 1—i 1—-i (1=-d01+d 2

1+[+..,+[102:

10. Usando propriedades do médulo, deduzimos que

(445078 4458|4458
[(4=50)7236] ~ |4_5i56 " 44576

‘ (4+5 i)7238

_ 2 42 2
(4—5i)7236 =445i]" =445 =41.

11. Se z =0, o resultado se verifica. Suponha z # 0 e considere z = |z|[cos(0) + isen(0)]. Desse modo,

Re(z) = |z] <= |z|cos(0) = |z| <= cos(0) =1 <= z=z| > 0.

12. Usando o Exercicio 11, concluimos que

e+wl=ld+w] <= fe+wl>=(2d+w])?

= R +2Re(@w) + wl® = 2> + 20zl lw] + w]?
= w(m):kwh:»mzw:»wzo
w
=

SwEzo e >0
w w
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N Z,

w1

Vv

Figura 9.19: Representagdo geométrica de zp =2+ 2V3 .

Usando outra vez o Exercicio 11 e as mesmas ideias da resolugdo do Exercicio 12, vemos que
2 2
llzl =Wl =lz=w| <= |lz]=[w]|"=]z—wl|
2 2
= (lo=w))"=]z—w|
= [z = 2lellw|+ [w]* = |2f* — 2 Re(zw) + [w]?
—

Re(zw) = |zw| < Zso.
w

14. Observe que o nimero a pode ser escrito como a = 27[cos(37/2) +i sen(37m/2)]. Assim, as raizes

ctibicas de a sdo dadas por

3 3
r= V27 {cos <7n/2+2rn> +isen(7ﬂ/2+2m>} =3 {cos <§+2—ﬂ> +1isen (g—kzr—n)} ,

r
3 3 2 3 2 3

parar =0, 1, 2. Desse modo,
20 =3 [cos (m/2) +i sen(m/2)] = 3i,
21 = 3[cos (Tm/6) +i sen (17/6)] = 3 [—/3/2 — (1/2)i]

25 =3[cos(117/6) +isen(117/6)] =3 [V/3/2— (1/2)i].
As raizes cubicas zg, z; e 2o de a = —27i estdo representadas na Figura 9.23. Essas raizes sdo os vértices
do tridngulo equildtero inscrito no circulo de centro na origem e raio 3, no qual cada lado mede 3+/3.

. Note que |a| = 2. Se a for o argumento de a, entdo cos(a) = 1/2 e sen(a) = v/3/2. Dessa forma,

o = /3 e, consequentemente, a = 2[cos(n/3) +i sen(n/3)]. Logo, as raizes quadradas de a sdo
dadas por

Z=V2 {cos (@) +isen (@)} ) [cos(%+rn) +isen (%+rn)] ,

para r =0, 1. Portanto,

=2 o (£) s ()] =2+ 1)
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197
' \1z

A\

-
A

ZsZo

Figura 9.20: Representagdo geométrica de 2.z, = 2v/2[(V/3 —1) = (V3 +1) i].

o= [eos (Z ) isen (% +7)] :_ﬁ<!§+;i).

16. Neste caso as raizes quadradas de a sdo dadas por
0+2 042 0 0
zr=1/l]d] [L'US( +2 r”>+isen< +2 rﬂ.’)j| =/|a {cos (E +r7r>+isen<§ -I-r7'C)

para r =0, 1. Dai, vemos que

)

0=l [cos (8) +5en(3)]

71 = \/W[ws<%+7r> -l—isen(%—l—n‘)] = —\/W[ws (%) +isen(g)] = —20.
17. Note que
(4(V3+0)?—4-4-(14+V31) =32(1+V3 1) — 16(1 + V3 i) = 16(1+ /3 i).

Como as raizes quadradas de 1+ V3 isdo

V2 <§+ %,) e —V2 (§+ %z) (Exercicio 15),
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Vv

11m
Z, NZ
0

Figura 9.21: Representagdo geométrica de % = —4[(1 +V3)+(1=v3)i]

deduzimos que as raizes da equagio 4z% +4(v/3 +i)z+ (14 /3 i) = 0 sdo dadas por

(—2£v2)(V3+i)
8 )

ou seja, as solugdes de 4z> +4(v/34i)z+ (1 ++/3 i) = 0 sdo

_2+V2)(V3+))
8

20 =

C(=2+V2)(V3+i)
T

18. Considerando z = x+ yi, com x, y € R, vemos que
7422 +1-i=0 = i(x+y)+2(x—yi)+1-i=0
= (2x—y+1)+x-2y—-1)i=0
= -—y=-lex—2y=1
= x=-ley=-1.

Portanto, z = —1—1i.

19. Considere z = x+yi € C. Como |x| < |z| e |y| < |z|, deduzimos que max{|x|, |y|} < |z|. Agora, observe
que
0 <2y &= 2+ < (W + 1) = |2 < (5l +1y)? == 2l < Ixl + -
Além disso,
el £ [yl < max{ ], [y} +max{|xl, [y[} = 2max{|x], [y}

Combinando as desigualdades obtidas previamente concluimos que

max{|x, |y|} < [z < |x| + |y| <2 max{|x],[y]}.
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0 +m/2 Z

Vv

Figura 9.22: Representagcdo geométrica dos niimeros 7 e Z.i.

20. Observe que
2w = [z][cos(a) +i sen(a)] |wl[cos(=B) +i sen(—PB)] = [z]|w|[cos(ct— B) + i sen(a — B)].
Como consequéncia,
Re(zW) = [<l|wicos(ct — B) e Im(z W) = [zl w|sen(c— B).
O paralelogramo determinado por z e w estd representado na Figura 9.25.

21. Preliminarmente, notamos que

Il

lz—w|*

—

(z=w)(z—w
= (z—w)(z—-w)
27—IW—Zw+ww
2 = (zw+zw ) + |wl?
= [z —2Re(z W) + w*.
Usando o Exercicio 20, obtemos

jz = wf? = [z* + |w]? — 2[z]|w|cos(a — B).
O tridngulo determinado por z e w estd representado na Figura 9.26.
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Figura 9.23: Representagdo das raizes ciibicas do mimero a = —27i.

0/2

\a
A4

A

Figura 9.24: Representacdo das raizes quadradas do niimero a = |a|(cos6 + i sen0).
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Vv

Figura 9.25: Representagdo do paralelogramo determinado por z e w.

V

Figura 9.26: Representacdo do tridngulo determinado por z e w.
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9.8 Funcdes Reais de variavel real
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3. a) Pela Proposicdo 8.8, sabemos que a igualdade se verifica quando x e y sdo nimeros inteiro positivos.
Antes de darmos uma justificativa para os demais casos, afirmamos que, para quaisquer m, n € N,

1\" 1
a_m = amn’

De fato, param € NeaeR,coma > 0, fixados, considere o conjunto

x={neMi(5) = o}
a a

1 k
1 1 1 1 1

Observe que 1 € X, pois <—) = — = Agora,sekc X,entiokc Ne ( ) = ——.Isso
am aml a

am ﬁ m-k

implicaque k+1¢€ Ne

1\ *! 1\* 1 11 1 1
an T \am ) Cam T gmk T gm T gmkEm T gmerD)

Logo, k+1 € X e a justificativa da nossa afirmacdo estd completa. Com base na afirmagdo anterior, se
x<0ey<0,entdo

—
—
—

(@) = _ _ _ 1 — a0

(@)~ N\ [~ a0
(F) 29 )

Sex < 0ey>0,entio

. 1y 1 1
x\y _ [ _* _ _ Xy
@) = (w) Ty T T

o 1 1
= = - =™
@Y = " w e

Sex>0ey<0,entdo

Verifique a veracidade dos casos que estdo faltando.

b) Seja x € Z. Se x = 0, entio (a- b)o =1=4a"-b" Se x <0, entdo, pela Proposi¢do 8.8,
vemos que
1 1 1 1
@byf=— =~ — . -
(a . b)fx aX.bx a X b—x

=a"-b".

Logo, (a-b)* = a* - b*, para todo x € Z, com x < 0. Como, pela Proposigio 8.8, a igualdade é vilida
para todo nimero inteiro positivo, concluimos que (a-b)* = a* - b*, para todo x € Z.

4. a) Considere x = {/a e y = v/b. Entdo, X" =a e y" = b, ou seja, (y~!)" = b~!. Usando a Proposi¢io
8.9, item ¢), temos

l=Vab ! = =2

MYV =abT = (xy ) =a-b7! = xyT 5 5

Portanto,

b) Tomando x = \'VE vemos que X' = a. Dai,

(xn)m — am — xm-n :am — (xm)n

Dessa forma, ({/a)™ = v/a™.

m
=da

= " = Va".
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c) Considere x = {/a e y = {/x. Entdo, " =a e x =y". Assim, ¥ = ()")" e como uma
consequéncia,

n

xn =ym- EE a=ym~n £ y= I"-\I/E PN %: ”'W~

Desse modo, {//a = "{/a.
d) Tomando x = v/a™, obtemos x" = a™. Logo,
(P = (" = P =d"" = " =aP" = x= VaP .

Portanto, v/a™ = "\/aP™.

5. Considere x um nimero real arbitrario. Como uma consequéncia da Defini¢do 8.7, deduzimos que
—1 <sen(x) <1e—1<cos(x) <1 (Figura 9.27). Dessa forma, os itens a) e b) estdo estabelecidos.
Agora, levando em conta que o circulo unitario pode ser percorrido em dois sentidos, a Definigdo 8.7,
o fato que os arcos percorridos em sentidos opostos tém a mesma medida, E (x) = (cos(x), sen(x)) e
E(—x) = (cos(—x),sen(—x)), obtemos sen(—x) = —sen(x) e cos(—x) = cos(x). O que demonstra os
itens ¢) e d).

R

Figura 9.27: Circulo unitdrio considerando a orientagdo nos sentidos hordrio e anti-hordrio.

6. a) E uma consequéncia do item ii) da Proposi¢do 8.14 e do Exemplo 8.23, item ii).
b) Segue-se do item i) da Proposic@o 8.14 e do Exemplo 8.23, item ii).
¢) Basta considerar b = a no item ii) da Proposicéo 8.14.

d) Considerando b = a no item i) da Proposicdo 8.14 e usando a identidade cos?(a) + sen®(a) = 1,
deduzimos que

cos(2a) = cos®(a) — sen®(a) = (1 — sen®(a)) — sen’(a) = 1 — 2sen®(a).

7. A funcido que descreve o valor pago f(x) de acordo com a quilometragem x, é dada por f(x) =5,1+0, 7x.
Assim, o valor pago é f(50) = 40, 10, ou seja, R$40, 10.
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8. a) A funcfio do reservatério A é dada por f(x) = 740 — 10x, e a fung¢do do reservatério B é dada por
g(x) =80+ 11x, onde x é dado em horas e f(x),g(x) dado em litros.

b) Basta determinar o instante x (em horas), tal que a capacidade dos dois reservatérios sejam iguais, ou
seja, f(x) = g(x). Assim, 740 — 10x = 80+ 11x <= 2lx = 660 <= x =~ 31,42.

9. Considere a e b dois niimeros reais ndo nulos e a ilustracdo na Figura 9.28. Os coeficientes angular

e linear sdo 3 e b, respectivamente. Desse modo, a equagdo dessa reta é y = Ep +b. Como
—a —a

a-

a area desse tridngulo, em m2, é igual a 12, vemos que ——— = 12, ou seja, a-b = —24. Visto

2

2 2
que (3,2) é um ponto da reta, temos 2 = 377 ‘3+b,isto é,b=— 3—a1. Combinando as igualdades

ab=—2deh=— 2 deduzimos que [a— 6(1+v/2)]-[a—6(1—/2)] =0. Assim, a=6(1++/2) ou

3-1°
a=6(1—1/2). Dessa forma, temos a = 6(1++/2) e b =4(1—+/2) oua =6(1 —/2) e b= 4(1++/2).
Logo, areta que satisfaz as condi¢des do problema pode ter a equagéo y = 2(1_2712\/5)»# 4(1-+/2)

ouy= 2(12—12\/5)14-1-4(1 +v2).

(3.2

(0, b)

(a, 0) 0 X

Figura 9.28: Possiveis triangulos determinados pela reta que passa pelo ponto (3,2) e pelos eixos coordena-
dos.

10. a)5x+2>x—6 <= 4x > —8 <= x> —2.Logo, § = (—2,4).

-2
~
7
Figura 9.29: Representagdo do conjunto-solugdo do item a.

2 2 1
b)]—gl<:>1——1§0<=>1iv§0<:>1+x§0e1—x>00u1+x20e
—x _ _

1—-x<0 <<= x<—-lex<loux>-1lex>1 << x< —1oux>1. Desse modo,
§ = (—o0, —1]U(1, +o0).
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72}
<
53
[0}
A
900 f--------=-------
i
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1
i
1
6f--- :
| 1
| 1
1 1
1 |
1 1
| 1
1 1
1 1
| 1
7
0 1 150 Cafeteiras
Figura 9.33: Esbogo do grdfico da fungdo [ que expressa o niimero de pegas em fungdo do niimero de
cafeteiras.
Portanto, as raizes sdo 1 e 2, e o menor valor € f(3/2) = —1/4.
y
3/2
0 1\_;/2 x
R

Figura 9.34: Esboco do grdfico da fungio f definida por f(x) = x* —3x+2.
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b) Observe que

f) =0 = —+4=0
— 22-2=0
= (2-x)-2+x)=0.

Desse modo, as raizes sio —2 e 2, e 0 maior valor é f(0) = 4.

-2 0 2 X

Figura 9.35: Esboco do grdfico da fungdo f definida por f(x) = —x2+ 4.

c) Veja que

fx)=0 <= x*—4x+4=0
= (x-2)2=0.

Dessa forma, a fungdo f tem como raiz x =2 e o menor valor é f(2) = 0.

Figura 9.36: Esboco do grdfico da fungdo f definida por f(x) = x> —4x+ 4.



210 Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcao dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real

d) Note que
fx)=0 <= —4x’4+4x—1=0

= —4(x2—x+%)20
1 2
<— —4(x—§> =0.
1

Assim, a fungio f tem como raiz x = 5 € o menor valor ¢ f(1/2) = 0.

1/2

Figura 9.37: Esboco do grdfico da fungdo f definida por f(x) = —4x> +4x — 1.

14. Considere um retangulo cujos lados medem, em metros, x e y. Logo, o perimetro desse retdngulo
é dado por 2x + 2y = 2000, ou seja, x +y = 1000. Isso implica que a drea, A, desse retingulo, em
metros quadrados, é dada por A(x) = x- (1000 — x). Portanto, a drea méxima desse terreno retangular é
A(500) = 250000m>.

15. Com base no enunciado da questéo, vemos que f(—3) =4, f(—1) = =2 ¢ f(3) = 10. A partir desses
dados, obtemos o sistema de equagdes lineares dado por

9a — 3b 4+ ¢ = 4
a — b + = =2
9a + 3b + ¢ = 10

Combinando a primeira equagdo com a terceira, obtemos b = 1. Dai, obtemos o sistema linear

9a + ¢ = 17
a + ¢ -1

Dat, obtemos a = 1 e ¢ = —2. Desse modo, a fungio f é dada por f(x) = x*> +x —2.
16. Relembramos que, sendo a e b nimeros reais positivos, com a # 1,
log,b=x <= a* =b.
a)log(100 =x <= 10" =100 <= 10" =10 <= x = —J. Assim, log;( 100 = 2.

b) logl/z\/fzx — (%)X=\/§ — (2_')X=2% — 2V =21 e xz—%. Dessa forma,
logl/z\/i:—%.
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) logy243 = x <= 3* =243 <= 3*=3% = x=>5. Portanto, log; 243 = 5.

d) 10g9\/§:x = 9 =3 = 3= 3% = 2x:% = x= %. Como uma consequéncia,
logg\/'JT:%.

e)logjpl =x < 10" =1 <= 10 =10° < x=0. Desse modo, log;y1 = 0.
f)log; /16 =x <= (3) =16 «= 27 =2* «= x=—4. Logo, log, , 16 = —4.

17. Denotamos por D(f) o dominio da fungdo f.
) D(f) = (0, +20).

Figura 9.38: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) = logs x.

b) D(f) = (~=0,0).

Figura 9.39: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) = log(—x).

¢) D(f) =R—{0}.

4) D(f) = (0, ++0).
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Figura 9.40: Esboco do grdfico da fungéo f definida por f(x) = logs |x|.

Figura 9.41: Esbogo do grdfico da fungéo f definida por f(x) = |log, x|.

18. a) Com base nos dados da questdo, deduzimos que

2 X
f(x) =42 <= —loglo (W) =4,2

3
X
— 1 —— | =6,3
Og'0(7x10—3> ’
x 6,3
— 4:]07
71073

= x=Tx1031%3

= x=7x10%.

Portanto, o valor da energia liberada por este abalo sismico foi de 7 x 1033kw/h.
b) Procedendo-se como no item a), obtemos

f(x)=9,5 = %1ogm<L>:9,5

3 7x 103
— 1 al 14,25
0 — | =
810\ 7x103 ’
X 14,25
X%
= 7x10

= x=7x107343

= x=7x10%,

Neste caso, o valor da energia liberada foi de 7 x 101125k /h.
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19. Paratodox € R, x = f(f ' (x)) = af ! (x) +b. Isso implica que f ' (x) = Lx— g Portanto, a invers:

a
de f é a fungdo f~' : R — R, dada por f~!(x) = %x— g, para todo x € R.
20. Os grificos das fungdes dos itens a), b) ¢), d), e) e f) estdo representados nas figuras 9.42, 9.43, 9.44
9.45, 9.46 e 9.47, respectivamente.

s "
/

Figura 9.42: Esbogo do grdfico da fungao f definida por f(x) =x— 1.

Figura 9.43: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) = — | x|.

21. Considere x um nimero real. Temos:

a)

[x—1]<1 = —-l1<x<I1
—= 0<x<2
— x€(0,2).

Desse modo, todas as solu¢des da inequagdo | x— 1 |< 1 estdo no intervalo real (0,2).
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bd

AN

Figura 9.44: Esbogo do grdfico da fungao f definida por f(x)=1—|x|.

=\

Figura 9.45: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) =|x—1|.

N
7z
X

Figura 9.46: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) =|x—1|+|x—2].

b)
[x+1|<4 = —-4<x+1<4
— —-5<x<3
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NY

1¢

0 “x
0—1

1, se x>0,

Figura 9.47: Esbogo do grdfico da fungdo f definida por f(x) = { 1 se x<0

Assim, todas as solu¢des da inequag@o | x+ 1 |< 4 estdo no intervalo real (—5,3).

c)
[x—1|<2 = —2<x-1<2
— —1<x<3

= xe[-1,3].

Logo, todas as solu¢des da inequagdo | x — 1 |< 2 estdo no intervalo real [—1,3].

d)

[2x—=1|>3 <= 2x—1<-3 ou 2x—1>3
— 2x<-2o0u2x>4
<— x<—1loux>2

= X E(—oo,—1)U(2,4o0).

Dessa forma, todas as solugdes da inequagio | 2x — 1 |> 3 estdio no conjunto (—oeo, —1) U (2, 4o0).

e)

— 5x+7<-1ouS5x+7>1
< 5x< -8 ou 5x>-6

<~ x<-8/5o0ux>-6/5

= x€(—o0,—8/5]U[—6/5,+0c0).

|5x+7]>1

Portanto, todas as solugdes da inequac@o | 5x+4 7 |> 1 pertencem ao conjunto (—oo, —8 /5] U[—6/5, 40’
f)
1 1 1

1 1
§x§—10 ou EXZO
x<-30 ou x>0

x € (—o0,—30] U [0, +o0).

ree

Desse modo, todas as solucdes da inequacio | %x+ 5 |> 5 pertencem ao conjunto (—eo, —30] U [0, +oo)
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22. Com base nos dados do problema, sendo ¢ o tempo, em anos, obtemos

3,75 ;
1.000.000 = 413.487 ( 1+ 22— (1,04)" =2,42

100

e

—  In(1,04) =1n(2,42)
— 1-In(1,04) = In(2,42)
e

_ In(2,42)
In(1,04)"
Dessa forma, t = 22 anos, aproximadamente.
23, a) cos(3F)=-4 d) cos(Hz) = 1
b) sen(1f) = —1 e)sen(lfT"):—g
¢) COS(%)=*§ f)cos(*lg—”)zﬁ%

24. a) Usando a Proposi¢do 8.13 e a Proposi¢do 8.14 (i), dados a, b € R, temos

cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b).

Somando essas igualdades, obtemos
cos(a+ b) + cos(a—b) = 2cos(a)cos(b)
e, consequentemente,
cos(a)cos(b) = %cos(a +b)+ %cos(a —D).
b) Proceda usando um raciocinio andlogo ao do item a).
c) Pelos itens ii) e iii) da Proposicao 8.14, sabemos que

sen(a+b) = sen(a) cos(b)+ sen(b) cos(a)

sen(a—b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a).
Somando essas igualdades, concluimos que
sen(a+b)+sen(a—b) =2 sen(a) cos(b),
ou seja,
1 1
sen(a) cos(b) = Esen(a +Db)+ Esen(a —b).

25. Sendoa, b € R, coma+b = %, deduzimos que

sen(a) = sen (E — b) = sen (g) cos(b) — sen(b) cos (g) = cos(b).
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, em que k € Z. Entdo,

26. a) Considere x € R, com x # M

cos?(x) +sen*(x) = 1 <= 1+<“”(")>2=< ! >2 = 14182 (x) = sec2(x).

cos(x) cos(x)
b) Proceda usando um raciocinio andlogo ao do item a).

c) Considere x € R. Usando a Proposi¢do 8.14, item i), e a identidade
cos?(x) + sen®(x) = 1, obtemos
cos(2x) = cos(x+x)
= cos®(x) —sen’(x)
cos* (x) — [1 — cos* (x))]

= 2cos*(x)—1.
Isso implica que
11
cos?(x) = 3 - Ecos(lx).

d) Proceda usando um raciocinio andlogo ao do item c).

27. Vamos considerar dois casos, quando é y agudo e quando ¥ é obtuso. Inicialmente, suponha que ¥ seja
um 4ngulo agudo e considere o tridngulo representado na Figura 9.48, em conformidade com os dados
do problema. Aplicando o Teorema de Pitagoras e tendo em vista a Figura 9.48, vemos que

=1+ (c—x)*eb® =h>+x%
Isso implica que
a?—b*=(c—x)?—x*

€, consequentemente,
F=b+*-2.cx

Note que cos(y) = 3, ou seja, x = b- cos(7). Logo,

A =b*+c2=2-b-c-cos(y).

Cc

Figura 9.48: Tridngulo no qual o dngulo 7y é agudo.

Agora, suponha que ¥ seja um angulo obtuso e considere o tridngulo representado na Figura 9.49, de
acordo com os dados do problema. Aplicando o Teorema de Pitdgoras outra vez e levando em conta a
Figura 9.49, obtemos

A =1+ (c+x)%eb® =h>+x%
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Dai,
a?—b? = (c+x)? -2
e, portanto,
=+ +2cx
Observe que cos(T — ) = 3, isto é, x = b-cos(n —y) = b-[cos(7) - cos(y) + sen(r) - sen(y)] = —b-

cos(y). Assim,
@ =b*+c*—2-b-c-cos(y).

Figura 9.49: Tridngulo no qual o dngulo 7y é obtuso.

28. Considere o tridngulo representado na Figura 9.50, no qual a medida de um dos lados vale a, em metros.
Aplicando a Lei dos Cossenos, obtida no exercicio anterior, temos

@ = 2024122 -2.20-12-cos(2m/3)
= 20°+122420-12
= 784,
Portanto, a = 28m.
a
12m

2n/3

20m

Figura 9.50: Triangulo com dngulo obtuso igual a 27 /3.
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