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O segredo, ademais, ndo vale o que valem os caminhos
que a ele me conduziram. Esses caminhos hd que andd-los.
(Borges, 1970, p. 21).

A publicagdo deste livro € fruto de caminhos tedrico-analiticos que se cruzaram em torno do ensino da
Matematica. Nesses caminhos, embora percorridos por autores diferentes, hd alguns pontos em comum,
como, por exemplo, o desejo de algar os conhecimentos em Matematica (e de suas dreas conexas) a objeto de
ensino e de aprendizagem; a capacidade colaborativa dos envolvidos, no projeto de Ensino “(Re)pensando o
Fundamentos da Matemdtica Para Uma (Re)construcdo Critica dos Niimeros”, da Universidade Estadual de
Montes Claros (Unimontes), elaborado e encabegado pelo Professor Luiz Carlos Gabriel Filho; entre outros
pontos. Por mais que este livro apresente a comunidade académica os resultados, ndo podemos nos esquecer
das condicdes de produgdo que sustentam a trajetéria desses caminhos.

Sendo assim, ressaltamos que este livro resultou de experiéncias de anos de trabalho (dos autores) e de
discussdes sobre um livro didatico. Essa problematiza¢io do livro buscava, por um lado, tematizar contetidos
bdsicos para quem estava iniciando um curso de Matemética e, por outro lado, ajudar os alunos em questdes
mais subjetivas, servindo de estimulo a eles para estudar elementos de Matematica Basica com um pouco
mais de formalidade e de profundidade em comparacdo com certas abordagens realizadas nos ensinos
fundamental e médio da educacio bésica. Os textos propostos, nesta obra, tém uma relacéo direta com a
ementa da disciplina Fundamentos de Matemadtica, do curso de Licenciatura em Matematica oferecido pela
Unimontes.

O movimento de revisitar os conceitos aprendidos, de questionar os sentidos ja estabilizados e refazer
os rumos ja consolidados € o que nos leva a questionar o que sabemos, a amadurecer a aprendizagem,
a obter fluidez com o conhecimento e com a capacidade de expressa-lo. Notadamente, essa capacidade
de comunicar de forma consistente sobre um assunto € uma habilidade basilar na formagao de professor.
Portanto, a proposi¢@o desta obra busca ajudar professores e estudantes a fazerem uma trajetéria de inscrigao
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em uma linguagem bdsica, propiciando melhorar a compreensio de conteidos de Matematica Bésica, bem
como (re)pensar os conceitos e os resultados anteriormente aprendidos e, provavelmente, desfazer algumas
equivocidades comuns nos discursos dos alunos iniciantes no curso de Matematica.

Nessa medida, o objetivo deste livro ultrapassa, em nossa opinido, a exposicdo textual de contetidos
organizados de uma forma légica, ja que, a partir dele, “tentamos” estender a discussdo dos assuntos
abordados em cada capitulo, de maneira a tornar cada texto mais préximo de uma conversa escrita com o
leitor, sem perder de vista os mesmos rigores cientificos abordados em bons livros de Matematica disponiveis
na literatura, alguns dos quais fizeram parte da formacao dos autores desta obra e que serviram de referéncias
para este trabalho.

Neste ponto, vale uma digressdo. Os registros da histéria antiga, e que pdem em evidéncia a importancia da
Matematica na vida do ser humano, parecem ter feito, de modo bastante natural, a primeira divisdo dela em
duas grandes subdreas, a saber, 0os nimeros e a geometria. E ndo seria absurdo dizer que ainda persiste esse
tipo de classificagdo, embora hoje os niveis de especificidade de subareas na Matematica deram origem a
vdrias outras, sendo que essa divisdo ainda ndo se encontra pronta e acabada.

Nesta medida, este livro se constitui das bases que permitem estudar os conjuntos numéricos mais conhecidos
e vistos no ensino bdsico, ou seja, o conjunto dos nimeros naturais, o dos inteiros, o dos racionais, o dos
reais e o dos nimeros complexos. Além disso, inclui um capitulo para tratar o estudo de alguns tipos de
fun¢des importantes para o cdlculo.

As referidas consideragdes deixam entrever a abordagem relevante e consistente sobre o conhecimento
matemadtico, nesta obra. Sendo assim, cabe-nos sumarizar a temdtica de cada capitulo, deixando ao leitor
um convite, para que ele possa, assim como os autores, trilhar um caminho de leitura proficuo. O primeiro
capitulo é dedicado a um breve estudo sobre a teoria dos conjuntos. A quantidade de material sobre esse tema
é bastante extensa, mas, nesta obra, foi abordada em quantidade e qualidade suficientes para a proposta da
construgdo dos conjuntos numéricos. Além disso, o texto propicia a introdugdo de conceitos e de proposicdes
que, naturalmente, sdo desdobramentos légicos desses conceitos.

Entendemos que a forma de apresentar os conjuntos propicia ao leitor um primeiro contato com algum nivel
de precisdo sobre o fazer matemdtico e como seus entes emergem. Premia-se, ainda, a oportunidade de o
aluno iniciar experiéncias com a formalidade de conceitos subjacentes ao desenvolvimento de uma teoria,
algo caro para a Matematica e que redunda em ‘demonstracdes’ de proposi¢des (ou afirmacdes): lemas,
teoremas, corolarios (consequéncias imediatas dos teoremas), etc.

O segundo capitulo se dedica ao estudo das correspondéncias (ou relagdes), bem como o da caracterizacao
de varios tipos delas. A abordagem teve a preocupagdo de ser pensada para o objetivo de instalar linguagens
para estudar os conjuntos numéricos sobreditos. Ressaltamos que o importante, neste livro, é a elaboracao
dos textos, que, em geral, preocuparam-se em descer a detalhes na pretensdo de ser mais esclarecedor para o
desenvolvimento de certa “fluéncia” com termos que a Matematica faz uso mais frequente, dentre os quais
destacamos os termos “aplicagdes” e “fungdes”.

Do capitulo terceiro ao sétimo, os respectivos autores se dedicam ao estudo da construcdo dos conjuntos
numéricos usuais. Um fato importante a ressaltar € que, em geral, a maioria dos autores de livros didaticos
pouco se preocupa com as dificuldades que os alunos t€m em relagdo a formalizacdo dos conceitos de
cada um dos conjuntos numéricos. A apresentacdo desses conteidos é abordada, em geral, de uma forma
bastante resumida, o que pouco ajuda na compreensao da natureza fundante de cada conjunto numérico.
A abordagem feita, nesta obra, aponta uma importante contribui¢do para a formacdo de professores de
Matematica e representa uma novidade de modelo de estudo e de preparagdo para o exercicio da educagio,
tendo a Matemadtica como ferramenta de trabalho.

O conceito de nimero € bastante abstrato e sé existe do ponto de vista da narrativa, sendo, portanto,
completamente abstrato em si. De fato, os nimeros comumente conhecidos e que permeiam nossa realidade
ndo tém uma materialidade em si mesmos. A titulo de esclarecimento do que estamos concebendo como
fluéncia, podemos citar o seguinte exemplo: quando dizemos “drvore”, imediatamente o nosso cérebro, que
j& tem uma certa representacao de alguma arvore inscrita, remete-nos ao registro da representacao gravada,
tendo em vista algum situacio experimentada; por outra parte, ao dizer 235, o nosso cérebro ndo realiza
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a mesma operagao mental. E, assim como a palavra “arvore” ndo € uma arvore em si mesma, a “palavra’
235 ndo nos remete a nenhum objeto em concreto. Esse nivel de abstracdo produz o reconhecimento de
uma lacuna e, também, da necessidade de mudanga de paradigma de ensino. Notadamente, essa hiancia se
mostra como porta para vérias possibilidades de expansdo de modos de pensar. Dito de outra maneira, ela
nos remete ao exercicio de identificar o que estd para além da linguagem apresentada no campo perceptivo.

Nesse particular, cabe destacar que a experiéncia de anos de trabalho, nos primeiros periodos dos cursos
de graduacdo e de p6s-graduacgdo, que t&€m Matematica no curriculo, tem nos mostrado um grande nimero
de alunos que deixam perceptiveis certos equivocos de compreensdo de conceitos e de resultados por eles
estabilizados em estudos anteriores. No entanto, ndo devemos nos preocupar com as fragilidades que os
alunos apresentam ao ingressar nos cursos superiores, mas, sim, em como podemos ajudé-los a superar essas
fragilidades.

Assim, os textos contemplados, nesta obra, também apontam para outra questdo que alcancga niveis mais
pedagdgicos, no sentido de que hd uma clara pretensdo de ajudar os professores a contemplar em seus
planejamentos de ensino uma visada para as questdes dos histéricos anteriores dos contetidos trazidos pelos
alunos em suas experiéncias pregressas.

Do ponto de vista de conteiddo, os conjuntos numéricos estao organizados de forma a apresentar os conceitos,
as proposi¢des e as suas demonstragdes, os exemplos de problemas resolvidos, em um nivel de escrita
mais detalhada, o que proporciona uma melhor compreensao dos itens citados (com mais detalhes do que,
em geral, encontramos nos livros de Matematica dedicados ao ensino superior). Entendemos que, para
aqueles que estdo iniciando seus estudos, uma maior quantidade reiterada de abordagem do mesmo assunto é
fator importante para o processo de constru¢do de aprendizagem, que ultrapassa os mecanismos de fixagdo
momentanea, para alcancar o desenvolvimento de autonomia na aprendizagem.

O oitavo, e ultimo capitulo, esta voltado para o estudo de aplicacdes mais especificas, a saber: os diferentes
e mais comuns tipos de fun¢des. Os contetdos vistos nos capitulos anteriores fundam bases e linguagens
adequadas para estudar outras disciplinas de periodos posteriores, por exemplo: teoria dos nimeros, estruturas
algébricas, espagos vetoriais, para citar algumas. Nesse oitavo capitulo, o livro se dedica a preparar os alunos
para outra parte da estrutura curricular, que entendemos ser a espinha dorsal do curso de Matematica, a saber:
o célculo diferencial e integral. De fato, as fungdes sao o objeto que permeiam todo o interesse no estudo de
limites, de derivadas e de integrais, bem como em suas aplicacdes. Neste particular, os textos desta obra
auxiliam fortemente a abordagem do que se vé em livros de pré-célculo.

E dificil dizer o alcance de um livro, pois esse alcance parece apontar para algo subjetivo, e os beneficios
se inscrevem em caracteristicas de uma experiéncia individual. Mas, certamente, esta obra apela para
uma visada distinta de ser somente um livro. Ela deixa tragos que fazem trabalhar reflexdes para além da
forma conteudista, dando lugar a (re)pensar as préticas pedagdgicas no ensino de Matematica e suas outras
possibilidades de promover gosto pelas relagdes com a ciéncia e com o ensino.

Gostarfamos de registrar os nossos agradecimentos a todos que nos ajudaram a finalizar este trabalho.
Jamais o teriamos alcangado sem a colaborag@o de alunos, de professores, de outros autores. Em particular,
agradecemos a Unimontes, a Pré-reitoria de Ensino e ao Departamento de Ciéncias Exatas. Cabe salientar
que esses dois anos e meio de estudo e de dedicacdo nos fizeram aprender bastante sobre a importancia
de produzir material didatico com qualidade para alcancar melhor a formacdo dos nossos estudantes da
Matematica, que sdo aqueles que dela fazem uso.

E chegada a hora de deixar o préprio leitor percorrer as paginas desta obra, de modo a trilhar o seu caminho
de leitura. Esperamos que o desejo do leitor possa fazer ponto de contato com o nosso desejo em torno do
ensino da Matematica, o que poderd resultar em incursdes criativas e produtivas a partir da obra em tela.

Os autores.






1.1

Infroducdao

A Matemdtica parece estar em tudo. Ao atravessar uma rua, ‘calculamos’ o tempo para nio haver acidentes;
ao preparar uma comida, temos de medir os ingredientes e o tempo de cozimento; para contar uma histéria, é
necessdrio organizar e por em uma légica os fatos, os dados; enfim, € preciso realizar uma sequenciacio de
dados e de falas. Esses sdo alguns exemplos da Matemadtica que ¢ feita de forma intuitiva, que nio precisa de
caneta nem de papel.

Em seguida, vem a Matemadtica da escola, que melhora a Matematica que € feita de maneira intuitiva e
que repercute na educagdo para toda a vida. Nela comecamos nossos exercicios de abstracdo, em que
problemas concretos sdo modelados na forma de relagdes e operagdes num universo de objetos abstratos,
mas cuja solucdo, nesse universo, responde aos questionamentos do mundo concreto. Nao importa se o
problema concreto diz respeito a magas ou laranjas, os mesmos objetos abstratos permitem uma modelagem
do problema de forma que a solucdo responda ao problema concreto. Af entra em cena a Matemadtica, que
tem papel importante na educagdo, haja vista sua contribui¢do para desenvolver sua primeira e grande funcdo:
a organicidade e a logicidade do raciocinio, do qual todos temos certa necessidade de uso, a todo instante.
E nessa fase que surgem os desafios de exercitar o poder de generalizacio e a comunicagdo dos fatos com
precisdo, clareza, coeréncia e coesio. E hora de aprender a usar os registros que envolvem “as coisas” da
Matematica.

O primeiro problema é que os objetos matemadticos nao t€m, em principio, certa materialidade que nos
permita (re)conhecé-los usando os cinco sentidos do corpo humano (paladar, olfato, tato, visdo, audi¢cdo). Ou
seja, o objeto de Matematica, ainda que construido para resolver problemas concretos, € puramente abstrato.

Dado o cardter abstrato e o necessario poder de generalizacdo, cada objeto da Matemdtica tem de ser
precisamente caracterizado. Um desafio para essa caracterizacio € que a defini¢do de um objeto deve conter
apenas termos e referéncias a objetos previamente definidos. Nesse sentido, dizer por exemplo que “‘um ponto
¢ a intersecdo de duas retas” e que “uma reta € um conjunto de pontos alinhados” ndo define precisamente
nem ponto nem reta, pois a defini¢cdo de ponto depende da definicdo de reta que, por sua vez, depende da
definicdo de ponto.

Entdo, como no caso de reta e ponto, nem sempre é possivel fazer referéncia a objetos previamente definidos
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para se caracterizar um novo objeto. Assim, alguns objetos e relacdes ndo siao definidos, mas considerados
entes primitivos, aceitos a principio e, a partir deles, todo um conjunto de objetos de uma teoria podem
ser precisamente definidos. Por exemplo, a partir dos conceitos primitivos de ponto, reta e plano, todos os
objetos e relagdes da geometria euclidiana podem ser bem definidos.

Na linguagem de conjuntos, uma série de objetos, relacdes e operagdes sdo precisamente definidas, sempre
com referéncias a termos e objetos previamente definidos. Mas o conceito de conjunto € primitivo, aceito
sem uma definicdo formal. A partir desse conceito primitivo, sdo definidos precisamente outros objetos,
relagdes e operagdes que, além da sua influéncia no desenvolvimento da ldgica, tém impacto em todos os
ramos da Matematica, sendo a principal linguagem que permite conectar as diversas areas, como algebra,
andlise, geometria e topologia.

Como veremos, a teoria desenvolvida neste Capitulo fundard a base de uma linguagem imprescindivel para o
desenvolvimento dos demais Capitulos, onde os conjuntos numéricos serdo formalmente construidos.

Conjuntos

O conceito de conjunto que empregaremos usa o conceito de objeto. A ideia de objeto € importante por
estar relacionada a objetividade, que se contrapde a subjetividade, na qual cada sujeito percebe a realidade
segundo seu ponto de vista. Entdo, consideramos objeto algo que existe fisicamente, ou no campo das ideias,
e cujas caracteristicas podem ser reconhecidas e comunicadas entre diferentes sujeitos, sem ambiguidades.

Usaremos, geralmente, letras mintsculas, como x,y,z, para indicar objetos, e adotaremos simbolos para
expressar relagdes entre objetos. Para a relacdo de igualdade entre objetos, por exemplo, usamos o simbolo
=, e escrevemos x = y para dizer que os objetos x e y sdo iguais, que podem ser considerados como sendo o
mesmo objeto. Sobre a igualdade, vamos admitir primitivamente as seguintes propriedades:

1. Qualquer que seja o objeto x, vale x = x, ou seja, todo objeto € igual a ele mesmo;

2. Se objetos x e y sdo tais que x = y, entdo vale também y = x, ou seja, se um objeto € igual a um outro,
entdo esse outro € igual ao primeiro;

3. Se objetos x,y e z sdo tais que x =y e y = z, entdo vale x = z, ou seja, se dois objetos sdo iguais a um
terceiro, entdo eles s@o iguais entre si.

As propriedades 1, 2 e 3, que nesse caso envolve a igualdade entre objetos, serdao vistas em detalhes no
Capitulo 2 e sdo chamadas de reflexiva, simétrica e transitiva, respectivamente.

Se dois objetos ndo sdo iguais, eles se dizem diferentes. O simbolo # serd usado para indicar essa relagdo. A
relagdo de diferenca € simétrica, mas nao é reflexiva nem transitiva.

A partir do conceito de objeto, chamaremos de conjunto todo agrupamento ou colecao de objetos. Esse
conceito € primitivo, no sentido de que ndo € definido, mas admitido no sentido usual do termo. Cada objeto
em um conjunto serd chamado de elemento do conjunto. A notacdo que usaremos para relacdes e operagcdes
sobre conjuntos segue conforme [1], [2] e [3].

Usaremos, geralmente, letras maitsculas, como A, B e C, para indicar os conjuntos e, para indicar que um
objeto x € elemento de um conjunto A, escrevemos x € A, que deve ser lido como x pertence a A. Essa relagdo,
estabelecida também de forma primitiva, chama-se relacdo de pertinéncia entre elementos e conjuntos. Para
indicar que um objeto x ndo é elemento de um conjunto A, escrevemos x ¢ A, que deve ser lido como x ndo
pertence a A.

Um conjunto estd determinado ou definido quando se conhece quais sio seus elementos. A determinacdo de
um conjunto se pode dar por extensdo ou por compreensdo:

a) Um conjunto estd determinado por extensdo quando se enumera todos os seus elementos. Escreve-se
entre duas chaves todos os elementos, separados por virgulas. Por exemplo, se o conjunto A é formado



16 Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos Numeros as Fungoes Reais de Variavel Real

pelos elementos a, e, i,0 e u, escrevemos

A={a,e,i,o,u}.

b) Um conjunto estd determinado por compreensdo quando se dd uma propriedade que € satisfeita por
todos os seus elementos, e unicamente por eles. Escreve-se entre duas chaves a propriedade que
caracteriza os elementos. Por exemplo, se B é o conjunto de todos os meses do ano, escrevemos

B = {xtal que x é um més do ano}.

Uma vez bem determinado, um conjunto pode ter uma representacio grafica, como por Diagrama de Venn,
onde os conjuntos sdo representados por uma regidao do plano limitada por uma curva regular fechada. Os
elementos sdo designados por pontos situados na regido delimitada pela curva. Nessa representacdo, o
conjunto A = {a,e,i,o,u}, pode ser representado conforme Figura 1.1.

Figura 1.1: Representacdo de um conjunto por Diagrama de Venn

Admite-se a existéncia de um “conjunto sem elementos”, chamado conjunto vazio, que pode ser obtido por
uma propriedade contraditéria ou absurda, ndo satisfeita por nenhum objeto. Por exemplo, se A € o conjunto
dos meses do ano que tem 40 dias, tal conjunto existe e € vazio. Denotamos por @ o conjunto vazio.

Nas se¢des seguintes, usaremos uma linguagem mais direta, baseada em proposi¢des, funcdes proposicionais
e conectivos 16gicos [4]. Chamamos fungdo proposicional com dominio no conjunto A toda fungdo P: A —
{V,F}, onde V e F sdo valores l6gicos que significam Verdadeiro e Falso, respectivamente. Indicamos por
—P(x) a negagdo de P(x). Assim, se P(x) =V temos —~P(x) = F e, se P(x) = F temos —P(x) =V.

Exemplo 1.1 Seja A o conjunto dos meses do ano e P: A — {V,F} dada por P(x) =V se, e somente se,
o més x tem 30 dias. Nesse caso, temos P(abril) =V e P(maio) = F. Com essa notac¢do, definimos os
conjuntos:

a) X = {x € A tal que P(x)} = {abril, junho, setembro, novembro};
b) Y = {x € A tal que —P(x)} = {janeiro, fevereiro, mar¢o, maio, julho, agosto, outubro, dezembro};

c) Z={xcAtalque P(x) e ~P(x)} =0.

Note que, no exemplo (c), o conjunto Z € definido por uma propriedade contraditéria, dos meses que t€ém 30
dias e, a0 mesmo tempo, ndo t€m 30 dias. Esse conjunto existe, e é vazio.

Considere fung¢des proposicionais P e Q, com mesmo dominio A. Se para todo x € A tal que P(x) =V vale
também Q(x) =V, dizemos que P(x) implica Q(x) e escrevemos

P(x) = Q(x).

Se para todo x € A vale P(x) = Q(x) e também vale Q(x) = P(x), dizemos que P(x) e Q(x) sdo equivalentes
e escrevemos

P(x) < Q(x).
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Utilizaremos frequentemente os simbolos V (para todo) e 3 (existe), que s@o conhecidos como quantificador
universal e quantificador existencial, respectivamente. Os simbolos | ou ; serdo usados para indicar a
conjuncdo tal que. O simbolo : serd usado para indicar a expressdo se verifica.

Exemplo 1.2 Os exemplos abaixo ilustram o uso desses simbolos:

a) A expressdo “Para todo elemento x do conjunto A existe um elemento y no conjunto B tal que x é
menor que y”, em simbolos, fica

VxeAdyeB;, x<y.

b) A expressio “E vazio o conjunto dos elementos x de A tais que P(x) =V se, e somente se, para todo
elemento x de A se verifica P(x) = F”, em simbolos, fica

{xeA;Px)=V}=0&VxcA:P(x)=F

Nota 1.1 Neste capitulo, faremos referéncia aos nimeros naturais, inteiros, racionais e reais sem entrar em
detalhes sobre suas propriedades. Essas propriedades serdo estudadas em detalhes nos capitulos subsequentes.
Em particular, usamos conceitos de nimero par e niimero impar, cuja apresentacao serd dada na Definicao
45.

Igualdade e Inclusdo de Conjuntos

Os conceitos de elemento, igualdade, conjunto e relagdo de pertinéncia foram considerados de forma
primitiva, sem uma definicao formal. A partir desta sec@o, os novos objetos, relagdes e operagcdes serdo
apresentados de maneira formal, por meio de uma definicdo.

A partir das defini¢Ges, serdo enunciadas proposicoes, que sdo afirmagdes cuja veracidade pode ser deduzida
a partir das defini¢des e fatos previamente estabelecidos. Assim, cada proposi¢ao requer uma demonstragdo,
que trata de explicar de que forma os fatos prévios podem ser encadeados para garantir a veracidade da
afirmac@o proposta. Sobre demonstragdes, recomendamos a leitura de [5] e [3].

Inicialmente, apresentaremos as relagdes de inclusdo e igualdade entre conjuntos para, entdo, apresentar as

primeiras proposicoes.

Definicdo 1.1 Considere A e B dois conjuntos. Diz-se que A é um subconjunto de B, ou que A estd contido
em B, ou ainda que A é parte de B, e se denota por A C B, se, e somente se, para todo elemento de A se
verifica que ele é também um elemento de B. Essa relacdo € chamada inclusdo. Em linguagem de simbolos
se escrevera

ACB&VxeA:xeB.

Caso contrdrio, dizemos que A nio estd contido no conjunto B ou que A ndo é um subconjunto B, e escrevemos
A ¢ B. Em linguagem de simbolos se escrevera

AZB<sdxeA;x¢B.

Exemplo 1.3 Vejamos alguns exemplos de inclusdo:

a) Se A={a,b} e B={a,b,c}, entdo A C B, pois, para todo elemento x € A, se verifica x € B. Por
outro lado, B ¢ A, pois, existe ¢ € B tal que ¢ € A;
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b) Se A é o conjunto dos quadrados e B € o conjunto dos retdngulos, entdo A C B, pois todo quadrado é
um retangulo. Por outro lado, B ¢ A, pois existem retdngulos que ndo sdo quadrados.

A igualdade entre conjuntos serd definida a partir da verificacdo de que eles t€m os mesmos elementos. Isso
é feito usando a defini¢do de inclusio.

Definicdo 1.2 Dois conjuntos A e B s@o iguais, e escrevemos A = B, se todos os elemento de A estdo em
B e todos os elementos de B estdo em A, ou seja, A C Be B C A. Se ocorrer A ¢ Bou B ¢ A, dizemos que A
é diferente de B, e escrevemos A # B.

Exemplo 1.4 Vejamos alguns exemplos de igualdade entre conjuntos:
a) SeA={xcR;x*=x} eB={—1,0,1},entio A = B, poisA C Be B C A;

b) Se A € o conjunto dos tridngulos equildteros e B € o conjunto dos tridingulos equidngulos, entdo A = B,
pois todo tridngulo equildtero é equidngulo, e vice-versa.

Proposicdo 1.1 O conjunto vazio 0 é subconjunto de qualquer conjunto A, ou seja, @ C A, para todo A.

Demonstracdo: Suponha que, para algum conjunto A, @ ¢ A. Isso significa, por defini¢do, que
existe um elemento x tal que x € 0 e x ¢ A. Mas é absurdo supor que existe algum x tal que x € 0.
Entdo, supor que @ ¢ A leva a um absurdo e, portanto, deve-se se aceitar que () C A.

Como base na proposi¢do anterior, podemos concluir que o conjunto vazio é Unico. De fato, suponha que X
e Y sejam conjuntos vazios. Sendo X vazio, vale X C Y e, sendo Y vazio, valeY C X. ComoX CYeY CX,
temos que X =Y.

Nota 1.2 A quantidade de elementos de um conjunto recebe o nome de Cadinalidade. No Capitulo 3,
depois de introduzir formalmente o conjunto N, serd discutido em detalhes os conceitos de cardialidade, bem
como conceitos de conjunto finito e infinito.

A relagdo de inclusdo entre conjuntos admite propriedades que a torna uma relacdo de ordem parcial,
conforme definiremos na Se¢do 2.10. Essas propriedades sdo mostradas na proposi¢do seguinte.

Proposicdo 1.2 A relagio de inclusdo admite as seguinte propriedades:

i) Para todo conjunto A, vale A C A (Reflexividade);
ii) Dados conjuntos A e B, se A C Be B C A, entdo A = B (Antissimetria);
iii) Dados conjuntos A,Be C,se A C Be B C C, entdo vale A C C (Transitividade).

Demonstracdo:

i) Vx €A :x €A, entio, por defini¢do, A C A.
ii) Se A C Be B C A, temos, por definicdo, que A = B.
iii) Dado x € A, como A C B, vale x € B. Por sua vez, como B C C, vale x € C. Portanto, temos
que A C C.

Deve-se observar que os elementos de um conjunto sdo objetos de qualquer natureza. Em particular, entre os
elementos de um conjunto podem haver outros conjuntos. Nesse caso, tanto relagdes de pertinéncia como
inclusio podem ser estabelecidas.
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Exemplo 1.5 Considere A = {0,2}, B={1,2} e C ={0,1,2,3,{0,2}}. Entdo, temos as relagdes:

a) AeC e ACC;
b) B£C e BCC.

Definicdo 1.3 Seja A um conjunto dado. O conjunto formado pelos subconjuntos de A chama-se conjunto
das partes de A, indicado por ¢(A) = {B | B C A}.

Exemplo 1.6 Alguns exemplos de conjuntos e suas partes:

a) Se A ={a,b}, o conjunto das partes de A é dado por

W(A) = {(b,{a},{b},{a,b}}.

b) Se B={1,2,3}, o conjunto das partes de B ¢ dado por

P(B) = {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

1.4 Operacdes entre Conjuntos

Nesta secdo, definimos as operagdes de unido, intersecdo e diferenca entre conjuntos. Essas operacdes e suas
propriedades tornam a linguagem de conjuntos elemento essencial da linguagem matematica.

Definicdo 1.4 Sejam A e B dois conjuntos arbitrdrios. Definimos:
a) Chama-se unido de A e B ao conjunto AUB = {x | x € A oux € B}.
b) Chama-se infersecdo de A e B ao conjunto ANB = {x |x€ Aex € B}.
¢) Chama-se diferenca de A e de Bao conjunto A—B={xcA|x¢B} ={x|x€Aex¢B}.

Usando diagramas de Venn, as operacdes de unido, intersec¢do e diferenca podem ser representadas conforme
regides destacadas em cinza na Figura 1.2.

AUB ANB A—-B

Figura 1.2: llustracdo para operacdes entre conjuntos usando diagramas de Venn.
Exemplo 1.7 Dados os conjuntos A = {1,3,5} e B={2,3,4}, temos:

a) AUB=1{1,2,3,4,5};
b) ANB = {3};

c) A-B={1,5};

d) B—A={2,4}.

As operagdes de unido, intersec¢do e diferenca entre conjuntos satisfazem algumas propriedades conforme
enunciado nas proposi¢des seguintes.
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Proposi¢cdo 1.3 Dados os conjuntos A, B e C, sdo vilidas as seguintes propriedades:

a) AUOD = A;

b) AUA = A (Idempoténcia);

¢) AUB = BUA (Comutatividade);

d) (AUB)UC =AU (BUC) (Associatividade);
e) (AUB)NA = A (Propriedade simplificativa);

f) AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (Distributividade).

Demonstracdo: Para mostrar que as igualdades se verificam, precisamos mostrar que se verifi-
cam as inclusdes nos dois sentidos.

a) Devemos mostrar que AUQ CAeque A CAUO.
(i) Dado x € AU, temos por defini¢do que x € A ou x € (. Como nio existe x tal que
x € 0, concluimos que x € A. Portanto, AUD C A;
(i) Dado x € A, temos que x € AU B, qualquer que seja o conjunto B. Em particular, se
x € A vale x € AUO. Portanto, A C AU0.
Por (i) e (ii), concluimos que AU® = A.

b) Devemos mostrar que AUA CAeque A CAUA.
(i) Dado x € AUA, temos que x € A ou x € A. De qualquer sorte, x € A. Portanto,
AUA CA;
(i) Dado x € A, temos que x € AU B, qualquer que seja o conjunto B. Em particular, se
x € A vale x € AUA. Portanto, A C AUA.
Por (i) e (ii), concluimos que A UA = A.

¢) Devemos mostrar que AUB C BUA e que BUA CAUB.
(i) Dado x € AUB, temos que x € A ou x € B, que pode ser escrito como x € Bou x € A.
Logo, x € BUA e, consequentemente, AUB C BUA.
(i) Analogamente, se x € BUA, temos que x € AU B. Portanto, BUA C AUB.
Por (i) e (ii), concluimos que AUB = BUA.

d) Exercicio.
e) Exercicio.

f) Devemos mostrar que AU (BNC) C (AUB)N(AUC) eque (AUB)N(AUC) CAU(BNC).

(i) Dado x e AU(BNC), temos que x € A ou x € BNC. Se for x € A, entdo vale
x€AUBexe€AUC, donde x € (AUB)N(AUC). Se for x € BNC, temos que
x€BexeC, donde xc AUBexecAUC, ou seja, x € (AUB)N(AUC). De
qualquer sorte, temos x € (AUB)N(AUC) e, portanto, AU (BNC) C (AUB)N(AUC);

(i) Dadox € (AUB)N(AUC), temos que x € (AUB) e x € (AUC). Temos duas possi-
bilidades, x € A ou x € A. Se for x € A, entdo x € AU(BNC). Se for x € A, como
x€(AUB)exe (AUC), valexe Bex € C, ouseja, x € (BNC), dondex € AU(BNC).
Portanto, (AUB)N(AUC) CAU(BNC).

Por (i) e (ii), temos que AU (BNC) = (AUB)N(AUC).

Proposicdo 1.4 Dados os conjuntos A, B e C, sdo vélidas as seguintes propriedades:
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a) ANO=0;

b) ANA = A (Idempoténcia);

¢) ANB = BNA (Comutatividade);

d) (ANB)NC =AN(BNC) (Associatividade);
e) (ANB)UA = A (Propriedade simplificativa);

f) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (Distributividade).

Demonstracdo: Exercicio.

A proposicao seguinte estabelece formas equivalentes de dizer que um conjunto A € subconjunto de um
conjunto B.

Proposicd@o 1.5 Sejam A e B conjuntos quaisquer. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) ACB;

(b) AUB=B;
(c) ANB=A;
(d A—B=0.

Demonstracdo: Mostremos que (a) = (b) = (¢) = (d) = (a).
(a) = (b) Sejax € AUB. Entdo, x € A ou x € B. Como A C B, concluimos que x € B. Logo,

AUB C B. Sempre é certo que B C AU B. Portanto, a igualdade se verifica.

(b) = (¢) Segue da propriedade simplificativa e da comutatividade da interse¢do. Com efeito,
AUB=Bimplicaque ANB=AN(AUB) =A.

(¢) = (d) Suponhamos que A — B # (. Assim, existe x pertencente a A — B. Consequentemente,
x € A=ANB. Isso implica que x € B. Absurdo, pois x € A — B.

(d) = (a) Sejax € A.Como A — B =0, concluimos que x ¢ A — B. Isso implica que x € B, ja que
xEAex¢ A—B.

A demonstracdo da Proposi¢do 1.5 usa uma estratégia de implicacdo circular, que permite estabelecer a
implicacdo entre quaisquer dos itens. Por exemplo, temos que (¢) = (b), pois (¢) = (d) = (a) = (b).

Proposicdo 1.6 Sejam A, B e C conjuntos arbitrdrios. Entdo, valem as seguintes propriedades operatdrias
envolvendo unido, intersecao e diferenca:

a) A—(BUC)=(A—B)N(A—C);
b) A—(BNC)=(A—-B)U(A-C);

Demonstracdo: Basta comprovar, em cada caso, que a inclusdo se verifica em ambos os
sentidos.
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a) Devemos mostrar que A— (BUC) C (A—B)N(A—C)eque (A—B)N(A—C) CA—(BUC).

(i) Dadox€A— (BUC),entdiox c Aex¢ BUC,ouseja, xZBex¢ZC. DexcAe
x¢B,temosx € (A—B)e,dexcAex¢C, temos x € (A—C). Entdo, temos que
x€(A—B)N(A—C). Portanto, A— (BUC) C (A—B)N(A—C);

(ii) Sejaagorax€ (A—B)N(A—C). Issoimplicaquex € (A—B)ex¢ C.Dex € (A—B)
vemquex €Aex ¢ B. Assim,x € Aex ¢ BUC. Logo, x € A— (BUC). Portanto,
(A-B)N(A—C) CA—(BUC).

Por (i) e (ii), concluimos que A — (BUC) = (A—B)N(A—C).
b) Devemos mostrar que A— (BNC) C (A—B)U(A—C)eque (A—B)U(A—C) CA—(BNC).
(i) Dadox€ A—(BNC),entiox € Aex ¢ BNC. De x ¢ BNC, temos x Z Boux ¢ C.
Se for x ¢ B, teremos x € (A — B) e, se for x ¢ C, teremos x € (A —C). Entdo,
temos que x € (A—B) oux € (A—C), ou seja, x € (A—B)U (A —C) e, portanto,
A—(BNC)C(A—-B)U(A-C);

(i) Dadoxe (A—B)U(A—C),temosquex € (A—B)oux € (A—C). Se forx € (A—B),
entio x EAex ¢ B, ouseja, xEAex ¢ BNC, donde x e A— (BNC). Se for
x€(A—C),entdioxc Aex ¢ C,ouseja,x EAexZBNC,dondex € A— (BNC). De
qualquer sorte, temos x € A — (BNC) e, portanto, (A—B)U(A—C) CA—(BNC).

Por (i) e (ii), concluimos que A — (BNC) = (A—B)U(A—C).
Definicdo 1.5 Considere A um conjunto qualquer e B C A. Chama-se complementar de B (em A) ao
conjunto (8 = A — B.
Exemplo 1.8 Alguns exemplos:
(a) SeA={1,2,3,4,5,6,7} e B={1,3,5}, temos que C8 = {2,4,6,7};
(b) SeA=NeB={xecN|xépar}, entio C¥ = {x € N | x é impar};
() SeA=QeB={xcQ; x*>2},entio (8 = {xc Q| x* < 2}.
No caso do exemplo (c), acima, ndo precisamos usar a desigualidade x> < 2, pois, como veremos no Capitulo
6, nio existe x € Q tal que x> = 2.
Proposicdo 1.7 Considere A um conjunto e seja B C A. Entdo valem as igualdades:
a) BUCB =4;
b) BNC2 =0.
Demonstragdo: Mostremos que, em cada caso, as inclusdes se verificam em ambos os sentidos.

a) Mostremos que BUCE Cc A e que A c BUCE.

(i) Dadox € BUCE, temos que x € Boux € (A—B). Sex € B, como B C A, valex €A e,
se x € (A — B), também vale x € A. Entdo, de qualquer sorte, temos x € A. Portanto,



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 23

BUC c A.
(ii) Dado x € A, vale uma das possibilidades: x € B ou x ¢ B. Isso implica que x € B ou
x € (A—B), ou seja, x € BUCE. Portanto, A C BUCE;
Por (i) e (ii), temos que BUCE = A.
b) Exercicio.
Proposicdo 1.8 (Leis de De Morgan) Se A é um conjunto arbitrdrio e X,Y C A, entdo
a) ¥ =C§ nC;

b) CX7Y — CY UCY.

Demonstracdo: Decorre imediatamente da Proposicéo 1.6.

Quando se se considera um conjunto universo U, que contém todos os conjuntos em um contexto, usamos
A€ para indicar o complementar de A em relagdo a U. Nesse caso, A° = E’Z‘]. Usando essa notacdo, decorre
imediatamente das proposi¢des anteriores que:

a) AUAC =U,
b) ANA°=0;
¢) (AUB)“ =A°NBS;
d) (ANB)° =A“UB".

1.5 Produto Cartesiano

Definicdo 1.6 Chama-se par ordenado ao ente matemadtico formado por dois tipos de objetos matemdticos
dados em uma ordem determinada. Simboliza-se (a,b), em que a e b se denominam primeira e segunda
componentes do par (a,b).

Dizemos que dois pares ordenados sdo iguais se, € somente se, as componentes correspondentes sao iguais
entre si, € dizer,
(a,b) = (c,d) < a=ceb=d.

Dessa condi¢do se deduz que
(a,b) = (b,a) = a=hb.

Definicdo 1.7 Sejam A e B dois conjuntos. Chama-se produto cartesiano de A e B ao conjunto

AxB={(a,b)lacAebcB}.

Exemplo 1.9 Se A ={1,2,3} e B={a,b}, entdo

AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}.

O produto cartesiano de A e B pode ser obtido usando a tabela abaixo.
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A/B a b
1 (1,a) | (1,b)
2 (2,a) | (2,b)
3 1 Ba) | (3D

Se A=N=1{1,2,3,...} e B=DR, entdo A x B é o conjunto de todos os pares ordenados cuja primeira
componente (ou coordenada) ¢ um niimero natural e cuja segunda componente (ou coordenada) € um nimero
real.

Proposicdo 1.9 Sejam A, B, C e D conjuntos. Entéo,

a) AXB£OD<=A+#0DeB+#0;

b) AXxB=CxD#0<A=CeB=D;

c) AX(BUC)=(AxB)U(AxC)e (BUC)xA=(BxA)U(CxA);
d) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)e (BNC)xA=(BxA)N(CxA);
e) AX(B—C)=(AxB)—(AxC)e(B—C)xA=(BxA)—(CxA).

Demonstracdo:

a) AXB#A0< 3 (a,b)eAxB&JacAedbeBSA#DeB#0.

b) (<) Trivial.
(=) Seja (a,b) € AxB=CxD. Issoimplicaquea € A,a € C,b € Be b € D. Entido,

x€As (x,b)eAxB< (x,b)eCxD<&xeC.
Logo, A = C e, analogamente, B = D.

¢) Se(a,b) e Ax (BUC),entioacAebec BUC.Debec BUCvemquebecBoubeC.
Se b € B, entdo (a,b) € A x B. Dai, (a,b) € (Ax B)U(A xC).
Se b € C, entdo (a,b) € A x C. Isso implica que (a,b) € (A x B)U(A x C).
Assim, A x (BUC) C (AxB)U(AxC).
Se (a,b) € (AxB)U(A xC), entdo (a,b) € Ax Bou (a,b) € AxC.
Se (a,b) € Ax B,entdoa € Aeb € B. Isso implica que a € A e b € BUC e, consequentemente,
(a,b) € Ax (BUC). De modo andlogo, se (a,b) € A x C, obtemos (a,b) € A x (BUC).
Assim, (AXB)U(AxC) CAx (BUC).
Da dupla inclus@o se deduz a igualdade. De igual forma se procede para demonstrar que
(BUC)xA=(BxA)U(CxA).

d) E similar ao item c).

e) E similar aos dois itens anteriores.



2.1

Infroducdao

A ideia de relagdo estd presente sempre que associamos elementos de dois conjuntos segundo alguma
propriedade. Por exemplo, se tomamos P como conjunto de paises e A como conjunto de animais, podemos
estabelecer pares (x,y) de animais x que ocorrem nos paises y. Nesse caso, temos os pares ordenados
(canguru,Australia) € A x P e também (canguru,Brasil) € A x P, ja que ambos os pares estdo no produto
cartesiano. Entretanto, o par (canguru,Austrélia) faz sentido j4 que o animal canguru ocorre na Austrdlia, mas
o par (canguru, Brasil) ndo faz sentido, ja que o animal canguru ndo ocorre no Brasil. Aos pares que fazem
sentido, segundo uma propriedade dada, chamamos correspondéncias e o conjunto de pares correspondentes
chamamos de relacdo. Entre os tipos de relagdes possiveis, estudaremos as aplicagdes, equivaléncias e
ordens.

Quando tomamos, por exemplo, um conjunto A de pessoas e um conjunto B de idades, a correspondéncia
entre pessoas e idades determina uma relacao onde cada pessoa estd associada a uma, e apenas uma idade.
Entéo nio € possivel ter (Carlos, 15) e (Carlos, 21) na relag@o, pois Carlos s6 pode ter uma idade. Esse tipo
de relagdo € denominada aplicacdo.

Tomando agora o conjunto a A de pessoas, a correspondéncia entre pessoas que tem mesma idade determina
uma relagdo que agrupa pessoas que tém a mesma idade. Entdo, se o par (Carlos, Jodo) estd na relagdo,
significa que eles tém a mesma idade. Esse tipo de relagdo é denominada relagcdo de equivaléncia.

Finalmente, tomando o mesmo conjunto A de pessoas, podemos tomar pares ordenados de pessoas cuja
ordem segue a ordem das idades, por exemplo. Assim, se a correspondéncia (Pedro, Ant6nio) estd na relacio,
significa que Pedro € mais novo, ou tem mesma idade, que Ant6nio. Esse tipo de relagdo € denominada
relacdo de ordem.

O conjunto de pares que satisfazem a uma determinada propriedade € dito relagdo, e cada par da relagdo
é uma correspondéncia. Os conceitos de ordem e aplicacdo serdo importantes na constru¢ao dos nimeros
naturais no Capitulo 3. Ja o conceito de relagdo de equivaléncia serd usado na constru¢cdo dos nimeros
inteiros e racionais, nos capitulos 4 e 5, respectivamente. Finalmente, a partir da constru¢do dos nimeros
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reais, no Capitulo 6, o conceito de aplicag@o serd usado na defini¢ao das funcdes reais de varidvel real no
Capitulo 8.

Correspondéncias

Definicdo 2.1 Sejam A e B conjuntos. Chama-se relacdo entre A e B a qualquer subconjunto f de A X B.

Exemplo 2.1 Dados A = {1,2,3} e B = {3,4}, temos que o produto cartesiano A x B é dado por

AxB=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}.

a) O conjunto f = {(1,3),(2,4),(3,4)} é uma relagéo de A em B, pois temos f C A X B;
b) Naturalmente que @ é uma relacdo de A em B, pois @ C A X B;
¢) Também o préprio produto cartesiano, A X B, € uma relagdo, poisA x B C A X B.

Definicdo 2.2 Sejam A, B, C conjuntos e considere f C A x Be g C B x C. Chama-se:
i) dominio de f o conjunto dom(f) = {x € A;Jy € Bcom (x,y) € f};
ii) imagem de f o conjunto Im(f) = {y € B;3x € A com (x,y) € f};
iii) relacdo inversa de f o conjunto f~! = {(y,x) € B x A;(x,y) € f};

iv) composi¢do de f e g arelagdo go f = {(x,z) €A x C;3y € Bcom (x,y) € f,(y,2) € g};
v) O conjunto B é chamado contradominio de f.

Exemplo 2.2 Sejam A = {1,2}, B={3,4,7} e C = {7,8}. Entdo,

AxB=1{(1,3),(1,4),(1,7),(2,3),(2,4),(2,7) }

BxC= {(377)7(378)7(477)7(478)7(777)7(778)}-
Considerando f = {(1,3),(1,4),(2,3)} e g ={(3,7),(4,8)}, temos:
a) dom(f)=1{1,2} edom(g) ={3,4}.

b) Im(f) ={3,4} e Im(g) = {7,8}. Note que Im(f) C dom(g).
c) gof:{(l,7),(l,8),(2,7)}.

As defini¢des apresentadas em cada item permitem fazer algum exercicio de demonstrar propriedades que as
articulam, e é disso que trata a seguinte proposicao.

Proposicdo 2.1 As seguintes propriedades se verificam:

a) dom(f" ') =Im(f) e Im(f~") = dom(f)
by (f) ' =f
©) (gof) ="
d) ho(gof)=(ho ) f(assomatwldade)

Demonstracdo:
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a) Sendo f C A x B, temos f~' C B x A, donde

dom(f~') = {yeB|3xcAcom (y,x)ef '}
= {yeB|3xcAcom (x,y) € [}
Im(f)
Im(f™) = {x€Al3yeBcom(y,x)ecf !}
{x€A|3y€Acom (x,y) € f}
= dom(f).

b) Sendo f C A x B, temos f~! C B x A, segue-se que

(™" = {xy) eAxBlpx) e}
= {(xy) €AxB|(x,y) € f}
= f

c) Sendo f CAXxB,egCBXC,temos go f CAXC, donde

(gof) ' = {(z.x) eCxAl(x,2) €gof}
= {(z,x) e Cx A3y € Bcom (x,y) € f,(y,2) € g}
= {(zx) ECxA|ZyeBcom (z,y)€g ' e(nx)ef '}
— f_log_l.

d) Sejam A, B, Ce D conjuntose f CAXB, gCBXC, hCCxD. TemoshogCBxDe
gof CAxC. Entlo,

ho(gof) = {(x,k) €AxD|3z€Ccom(x,z) € gof,(z,k) €h}
= {(x,k)€AxD|dyeBe3zeCcom (x,y) € f,(2) €g,(z,k) €h}
= {(x,k) € AxD|3y € Bcom (x,y) € f,(y,k) €hog}
= (hog)of

2.3 Aplicacoes ou Funcoes

Nesta secdo, estudamos as aplicacdes entre dois conjuntos. Os termos aplicagdo ou fungao serdo usados de
forma indistinta neste texto, sendo o termo fun¢@o mais usual no caso de aplicacdo entre conjuntos numéricos.
No Capitulo 8, as fungdes e suas propriedades estabelecidas aqui serdo usadas para estudar as fungdes reais
de varidvel real. A Definicdo 2.3 estabelece alguns conceitos sobre relagdes que serdo tteis na discussio
sobre aplicagdes.

Definicdo 2.3 Considere f C A x B uma relagdo. Dizemos que

a) f é univoca quando, para todo x € A, se (x,y) € fe (x,z) € f,setemy=z.
b) f é biunivoca se f e f~! sdo univocas.

¢) f éinjetivase f~! é univoca.

d) f é sobrejetiva se Im(f) = B.

e) f € bijetiva se f € injetiva e sobrejetiva, simultaneamente.
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O conceito de aplicagdo deve ser visto como uma relagcdo entre dois conjuntos que cumpre determinadas
condi¢des. Portanto, ndo se pode perder de vista que uma aplicagdo, ou funcio, é um conjunto de pares
ordenados que cumprem determinadas condi¢des. A Definicdo 2.4 estabelece essas condicdes.

Definicdo 2.4 Uma relagdo f C A x B diz-se uma aplicagdo se:

i) f éunivoca;
ii) dom(f) =A.

Nota 2.1

1) Paraindicar que f C A X B é uma aplicacdo de A em B, usaremos a notagcdo f : A — B.

2) Se (x,y) € f dizemos que y é a imagem de x pela f e denotamos esta imagem por y = f(x). Frequen-
temente, com certo abuso de linguagem acerca do simbolo f(x), dizemos “f de x”, mas devemos ter
em conta que se trata da imagem de x pela f e, portanto, de um elemento do contradominio de f.

3) f # f(x). De fato, f denota a relagdo e, portanto, f é uma notagéo para o subconjunto de pares
ordenados que constituem a relagdo. Por outra parte, f(x) é o valor que f assume ao aplicar a regra f
sobre o dominio, a qual ensina como associar um elemento x € dom(f) a um elemento f(x) de B.

Proposi¢cdo 2.2 Considere f : A — B uma aplicacdo de A em B. Entdo, f é injetiva se, para quaiquer
x,x' € A, com f(x) = f(x'), se tem x = x’ (dito de outro modo, f € injetiva quando, para quaisquer x,x’ € A,
com x # X, se verifica que f(x) # f(x)).

Demonstracdo: Suponha f: A — B injetiva. Se, para x,x’ € A, vale f(x) = f(x'), entdo existe
y € Btalquey = f(x) = f(x), ouseja, (x,y),(x,y) € f. Isso implica que (y,x), (y,x') € f~1. Como
f é injetiva, f~! é univoca, donde x = x’.

Aplicacdo Composta

A Defini¢do 2.2 estabelece o conceito de composicao entre relagdes. Entdo, duas aplicacdes também admitem
composi¢do, por serem relagdes. A Proposi¢cdo 2.3 estabelece as propriedades da composicao entre duas
aplicacdes.

Proposicdo 2.3 Sejam f:A — Be g: B — C aplicagdes. Temos:

a) go f é aplicacdo.

b) Se f e g sdo injetivas, entdo go f € injetiva.

c) Se f e g sdo sobrejetivas, entdo go f é sobrejetiva.
d) Se f e g s@o bijetivas, entdo go f é bijetiva.

Demonstracdo:

a) i) Considere x € A. Entdo, existe y € B de modo que (x,y) € f, porque f é uma
aplicacdo.
Dado y € B, existe z € C de modo que (y,z) € g, porque g € uma aplicagdo. Entdo se verifica
que (x,z) € go f. Isso implica que x € dom(g o f). Portanto, dom(g o f) = A.

ii) Considere x € A e sejam z,7' € C, com (x,z7),(x,7) € go f C A x C. Isso implica
que existem y,y € B, com (x,y),(x,y) € f e (y,2),(y/,Z)) € g. Como (x,y),(x,y') € fe f
¢ uma aplicagéo, concluimos que y = y'. Entéo, (y,2),(y,7') € g e, sendo g uma aplicagio,
deduzimos que z = 7'. Assim, pois, go f € univoca.
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Sendo g o f univoca e dom(go f) = A, go f € aplicacio.

b) Considere x,x’ € A de modo que (go f)(x) = (go f)(x'). Sendo (go f)(x) = (go f)(x’), con-
cluimos que g(f(x)) = g(f(x')). Mas g é injetiva, logo f(x) = f(x’) e, por f ser injetiva, x = x'.
¢) Seja z € C. Sabemos que C é o contradominio de g. Como g € sobrejetiva, existe algum
elemento do dominio de g, que é B, digamos y € B, tal que g(y) = z.
Mas B € o contradominio de f, e f é sobrejetiva. Logo, existe algum elemento do dominio
de f, que é A, digamos x € A, de modo que f(x) =y. Assim, temos z = g(y) e y = f(x),
donde z = g(f(x)) = (g o /)(x). Portanto, g o f é sobrejetiva.

d) Consequéncia imediata de b) e c).

2.5 Aplicacdo Inversa

Diferentemente da composi¢do entre aplicagdes que sempre resulta em uma aplicacdo, a inversa de uma
aplicacdo € uma relagcdo que pode ou ndo ser aplicacgdo.

Definicdo 2.5 Dizemos que f : A — B é uma aplicacio inversivel quando a relacio inversa f~! : B — A é
uma aplicagdo.
A Proposicdo 2.4 estabelece condigdes para que f~! seja uma aplicagio.

Proposicdo 2.4 Seja f : A — B uma aplicacio. Entdo, a relagio inversa f~! : B — A é uma aplicacio se,
e somente se, f € bijetiva.

Demonstragdo: Considere a aplicagio f : A — B e a relacio inversa f~' : B — A. Entio,

f é bijetiva < f ¢ injetiva e f é sobrejetiva < f~! é univoca e Im(f) = B < f~! é univoca e
dom(f~')=B < f~! é aplicacio.

Definicdo 2.6 A aplicacdo iy : A — A tal que is(x) = x, para todo x € A, diz-se aplicag@o identidade de A.
Definicdo 2.7 Considere uma aplicagéo f : A — B.
i) Dizemos que g : B — A é uma aplicacdo inversa a esquerda de f se go f = i4, ou seja, g(f(x)) = x,
para todo x € A.
ii) Dizemos que g : B — A é uma aplicagdo inversa a direita de f se fog =ig,ouseja,  f(g(y)) =y,
paratodoy € B.

Proposicdo 2.5 Seja a aplicagdo f: A — B.

1) f possui inversa a esquerda se, e somente se, f € injetiva.
ii) f possui inversa a direita se, e somente se, f é sobrejetiva.
iii) f é inversivel se, e somente se, possui inversas a direita e a esquerda.

Demonstracdo:
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1) Exercicio.
ii) Exercicio.
iii) f possui inversa a direita e 4 esquerda < f é injetiva e sobrejetiva < f é bijetiva < f~! é
uma aplicacdo < f € inversivel.

Exemplo 2.3 Seja f: R — R, com f(x) = x>. Entdo g : R — R, com g(x) = </x, é uma inversa a esquerda
de f, pois g(f(x)) = g(x*) = Vx> = x. Além disso, g é uma inversa a direita de f, pois f(g(x)) = f(/x) =
(\3/;6)3 = x. Sendo g inversa a direta e a esquerda de f, temos que f € inversivel e g é, simplesmente, inversa

de f.

Exemplo 2.4 Seja f:RT — R, com f(x) = x*. Entdo g : R — RT com g(x) = /|x| é uma inversa a
esquerda de £, pois g(f(x)) = g(x?*) = v/]x%| = x. Mas g ndo é uma inversa a direita de f. De fato, por
exemplo, f(g(—1)) = f(/|—1|) = f(1) =1 # —1. Observe que f ndo terd nenhuma inversa a direita, pois
f ndo é sobrejetiva.

Relacoes Sobre um Conjunto

Nesta sec¢do, vamos considerar o fato de que uma relagdo R, ao cumprir algumas propriedades, faz com que
possamos classificar todos os elementos do conjunto em que R estd definida, sobretudo, por propriedades que
agrupam, ou formam subconjuntos do dominio de R, com a particularidade de que tais subconjuntos sejam
disjuntos e a unido deles é o dominio de R. E, portanto, uma ferramenta bastante ttil em todas as subdreas da
Matemaética. Cada subconjunto assim formada serd chamado de classe de equivaléncia, e dir-se-d4 que R é
uma relacio de equivaléncia.

Algumas relacdes preservam estruturas topoldgicas ou algébricas (os chamados morfismos), ou propriedades
puramente geométricas. Um fato importante é que essas relagdes de equivaléncia vao exercer papel funda-
mental na definicao de novos objetos matemadticos, sendo especial a atencao a esse tema a fim de dar uma
boa nog¢do de conceitos importantes, como os conjuntos numeéricos N, Z, Q, R, vetores, etc.

Definicdo 2.8 Quando R é uma relacdo de A em Be A = B, temos R C A X A e dizemos que R é uma
relagdo sobre A. Para denotar que x,y estdo R relacionados, escrevemos xRy, é dizer, o par (x,y) € R.

Aqui vale uma digressdo. Em geral, alguns autores tratam as relagdes de A em B, como relacdes bindrias.
Outros, por sua vez, preferem o termo relacdes bindrias, quando A = B. N@o entraremos nessa discussao,
deixando ao gosto do leitor essa decisao.

Definicdo 2.9 Considerando uma relagio R sobre A, diremos que

i) R é reflexiva quando, para todo x € A, tem-se (x,x) € R. Ou seja, o par (x,x) estd na relacdo R, para
todo x € A.
ii) R € antirreflexiva quando nio existe x € A tal que xRx.
iii) R é simétrica quando, para quaisquer x,y € A, com (x,y) € R, entdo (y,x) € R. Ou seja, o par (y,x)
estd na relagdo R sempre que (x,y) também esteja.
iv) R é transitiva quando, para quaisquer x,y,z € A, com (x,y) € Re (y,z) € R, entdo (x,z) € R. Ou seja,
o par (x,z) estd na relagdo R sempre que, para algum y € A, os pares (x,y) e (y,z) estejam.
V) R é antissimétrica quando, para quaisquer x,y € A, se (x,y) € Re (y,x) € R, entdo x = y. Ou seja, 0s
elementos x e y sdo iguais sempre que (x,y) € R e (y,x) € R.
vi) R é circular quando, para quaisquer x,y,z € A, se (x,y) € Re (y,z) € R, entdo (z,x) € R. Ou seja, o
par (z,x) estd na relacdo R sempre que, para algum y € A, os pares (x,y) e (y,z) estejam.
vii) R é conexa quando, para quaisquer x,y € A, se verifica que (x,y) € R ou (y,x) € R.
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Proposicdo 2.6 Seja A um conjunto e R uma relagéo sobre A. Cumpre-se que:

a) se R é reflexiva, entdo R ndo € antirreflexiva;

b) se R é reflexiva e circular, entdo R é simétrica;

¢) sendo R simétrica e antissimétrica, se se verifica que, para quaisquer x,y € A, com (x,y) € R, entdo
xX=y;

d) sendo R simétrica, transitiva e, para todo x € A, existe y € A, com (x,y) € R, entdo R é reflexiva;

e) se R é simétrica e transitiva, entdo R é circular;

f) se R é conexa, entdo R é reflexiva.

Demonstracdo:

a) Trivial;

b) Sejam x,y € A, com xRy. Pela propriedade reflexiva segue que xRx e, aplicando a propriedade
circular ao fato que xRx e xRy, temos yRx. Logo, R é simétrica;

¢) Sejam x,y € A, com xRy. Entdo yRx, pela propriedade simétrica. Aplicando a propriedade
antissimétrica ao fato xRy e yRx, segue-se que x = y;

d) Sejax € A tal que existe y € A, com xRy. Entdo yRx, pela propriedade simétrica. Aplicando
a propriedade transitiva em xRy e yRx, segue-se que xRx;

e) Para quaisquer x,y,z € A, com xRy, yRz, temos xRz, por ser R transitiva. Por causa da simetria,
segue-se que zRx. Portanto, R é circular;

f) Paratodo x € A, se verifica que x,x € A. Isso implica que xRx ou xRx. Portanto, xRx.

Exemplo 2.5 A relag@o R de paralelismo sobre o conjunto A das retas do espago euclidiano, definida como
(r,s) € R se, e somente se, r || s, é reflexiva. De fato, para todo r € A, temos r || r.

Exemplo 2.6 A relagdo R de perpendicularidade sobre o conjunto A das retas do espago euclidiano,
definida como (r,s) € R se, e somente se, r L s é simétrica. De fato, sempre que r L s, temos s L r.

Exemplo 2.7 A relagdo R de desigualdade sobre o conjunto dos nimeros naturais, definida como (x,y) € R
se, e somente se, x < y € transitiva. De fato, sempre que x < yey < z, temos x < z.

Exemplo 2.8 A relagio R de desigualdade sobre o conjunto dos nimeros naturais, definida como (x,y) € R
se, e somente se, x < y € antissimétrica. De fato, sempre que x <y e y < x, temos x = y.

Exemplo 2.9 Seja A = {a,b,c}. Temos:

e R={(a,a),(b,b),(a,b),(b,a),(b,c)} ndo é reflexiva, pois ¢ € A, mas (c,c) ¢ R. Também R ndo é
simétrica, pois (b,c) € R, mas (c,b) ¢ R. Também R ndo ¢ transitiva, pois temos (a,b), (b,c) € R,

mas (a,c) ¢ R. Também R ndo € antissimétrica, pois (a,b), (b,a) € R, mas a # b.
e S={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,c)} é reflexiva, simétrica e transitiva.

Nota 2.2 Dada uma relagdo R C A x A, usaremos a notagéo aRb para indicar que a se relaciona com b
segundo R, ou seja, aRb < (a,b) € R. Caso contrério, indicamos por aRb para dizer que (a,b) ¢ R.

Nota 2.3 Dada uma relagdo R C A X A, a representagdo por Diagrama de Flechas associa a cada elemento
(a,b) € R uma flecha de a para b e, a cada elemento (a,a) € R um lago. Quando (a,b), (b,a) € R, as relagdes
sdo indicadas numa mesma flecha com pontas duplas. Por exemplo, a relacio

R ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,c),(c,a),(c,d),(d,d)}

é representada pelo diagrama de flechas da Figura 2.1.
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Figura 2.1: Representacdo por diagrama de flechas

2.7 Relacdes de Equivaléncia

Definicdo 2.10 Dizemos que uma relagdo R sobre um conjunto néo vazio E é uma relacdo de equivaléncia
sobre E se, e somente se, R atender as propriedades:

e Vx € E, (x,x) €R; (reflexiva)
e Vx,y € E, se (x,y) €R, entdo (y,x) € R; (simétrica)
e Vx,y,z€ E,se (x,y) €Re (y,z) €R,entdo (x,z) € R. (transitiva)

Exemplo 2.10 A relagdo R de paralelismo sobre o conjunto E das retas do espaco euclidiano, definida
como rRs se, e somente se, r || s, € de equivaléncia. De fato:

i) Vr € E, temos r || r; (reflexiva)
ii) Vr,s € E, temos que r || s = s || r; (simétrica)
iii) Vr,s,t € E,ser | ses| t, entdo r | t. (transitiva)

Exemplo 2.11 A relagdo R sobre o conjunto N x N tal que (a,b)R(c,d) se, e somente se,a+d =c+b é
de equivaléncia. De fato:

i) (a,b)R(a,b), pois a+b = a+b. (reflexiva)

ii) Se (a,b)R(c,d) temos que a+d = c+b, ouc+b =a+d. Entdo, (c,d)R(a,b). (simétrica)

iii) Se (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e,f),entdioa+d=c+b e c+ f=e+d. Somando membro a membro,
temos (a+d)+ (c+ f) = (c+b) + (e+d). Por associatividade e comutatividade, temos (a+ f) +
(c+d)=(e+b)+ (c+d). Como vale a Lei do Corte em N, temos a+ f =e+b e, portanto,
(a,b)R(e, f). (transitiva)

Exemplo 2.12 A relagdo S sobre o conjunto Z x Z" tal que (a,b)S(c,d) se, € somente se, ad = bc é de
equivaléncia. De fato:

i) V(a,b) € Z x Z", temos (a,b)S(a,b), pois ab = ba. (reflexiva)
ii) V(a,b),(c,d) € Z x 7", temos:

(a,b)S(c,d) = ad = bc = bc = ad = cb = da = (c,d)S(a,b). (simétrica)
iii) V(a,b),(c,d),(e,f) € ZxZ", se (a,b)S(c,d) e (c,d)S(e, f), entdo ad = bc e cf = de, donde ad f =

bef e bef = bde. Isso implica que ad f = bde. Como d # 0, temos af = be e, portanto, (a,b)S(e, f).
(transitiva)
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Proposicdo 2.7 Uma relacdo R sobre E é de equivaléncia se, e somente se, é reflexiva e circular.
Demonstracdo: (=) Supondo R de equivaléncia, mostremos que é reflexiva e circular.

i) Sendo R de equivaléncia, R é reflexiva por hipdtese;
ii) Se (a,b) € Re (b,c) € R, mostremos que (c,a) € R. De fato, pela simetria, temos (c,b) € R
e (b,a) € R e, pela transitividade, temos (c¢,a) € R. Portanto, R € circular.

(<) Supondo R reflexiva e circular, mostremos que R € de equivaléncia.

i) Sendo R reflexiva e circular, R € reflexiva por hipdtese;
ii) Se (a,b) € R, temos (a,a) € R e (a,b) € R, pois R & reflexiva. Donde (b,a) € R, pois R é
circular. Portanto, R € simétrica;
iii) Se (a,b) € Re (b,c) € R temos, por simetria, que (¢,b) € Re (b,a) € R. Como R € circular,
temos (a,c) € R. Portanto, R ¢ transitiva.

2.8 Classes de Equivaléncia
Definicdo 2.11 Dada uma relagéo de equivaléncia R sobre E e um elemento a € E, chamamos classe de
equivaléncia, médulo R, o conjunto @ C E dado por
a={x€E;xRa}. (2.1)

Exemplo 2.13 A relagio R sobre o conjunto E = {a,b,c,d,e,f}, dada por R =
{(a?a>?(b?b)’(c7c)7(d7d)7(678)7(f?f)?(a7c)7(C’a)’(a’d)?<d7a)7(c7d)7(d’c)7(e7f)7(f7e)}’ é uma

relacdo de equivaléncia. Assim, temos as classes:
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Note que @ = ¢ = d. Também e = f. Usando diagrama de flechas, a relagiio acima é representada conforme
Figura 2.2.

Exemplo 2.14 Vimos que a relagdo S sobre o conjunto Z x Z* dada por (a,b)S(c,d) se, e somente se,
ad = bc € de equivaléncia. Entdo, temos

a,b) ={(x,y) € ZxZL";ay = bx}. (2.2)

—

Em particular, temos

2,3) ={(x,y) € Zx Z";2y = 3x}. (2.3)

—

. 2 . . .
Veremos no Capitulo 5 que, por exemplo, o nimero racional 3 é definido como a classe de equivaléncia

(2,3) ={(x,y) € Zx Z";2y = 3x}.
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b a

Figura 2.2: Diagrama de flechas de uma relacdo de equivaléncia.

Proposi¢cao 2.8 Considere uma relagio de equivaléncia R C E x E. Se a,b € E, entdo vale: aRb se, e
somente se, a = b.

Demonstracdo: (=) Suponhamos que aRb e mostremos que @ = b. Dado x € @, vemos que
xRa. Como xRa e aRb, deduzimos, por transitividade, que xRb e, portanto, x € b, donde a C b.
Analogamente se mostra que b C a. Disso, concluimos que a = b.

(<) Supondo agora que @ = b, mostremos que aRb. Como aRa, temos a € a e, usando a hipétese
de que @ = b, temos a € b e, portanto, aRb.

2.9 Conjunto Quociente como Particao

Definicdo 2.12 Dada uma relagio de equivaléncia R sobre E, definimos o conjunto quociente de E por R
como o conjunto das classes de equivaléncia médulo R, indicado por E /R, ou seja,

E/R={aCE;acE}. 2.1

Definicdo 2.13 Dado um conjunto nio vazio E, definimos como parti¢do de E toda classe .% de subcon-
juntos néo vazios de E com as propriedades:

i) SeA,Be .%,entioA=BouANB=0;
i) (JA=E.

AEF

Proposicdo 2.9 Dada uma relagdo de equivaléncia R sobre E, o conjunto quociente E /R é uma parti¢do
do conjunto E.

Demonstracdo: i) Dados @,b € E/R, mostremos que aNb=0oua=>h. Seanhb # 0,
entdo existe x e aNb,dondexcaexcbhe, portanto, xRa e xRb. Entdo, temos aRx e xRb,
donde, por transitividade, aRb. Finalmente, pela Proposicio 2.8, conclui-se que @ = b.

ii) Mostremos que U a=E.Dadoxe U a,existeac Etalquex€a. Comoa C E,x€E.
acE ackE
Entao U a C E. Por outro lado, dado x € E, temos que xRx, donde x € X e, portanto,
acE
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X € Ua. Entdo E C UE. Como E C Uae UECE,conclul’mosque UE:E.

ackE acE acE ackE ackE

Exemplo 2.15 Considere a relagdo de equivaléncia S sobre o conjunto Z x Z", dada por (a,b)S(c,d), se,
e somente se, ad = bc. Entdo, cada classe

(a,b) ={(x,y) € Zx L";ay = bx} (2.2)

define um conjunto de pontos (x,y) € Z x Z" ao longo da reta ay = bx que passa pela origem. O conjunto
dessas classes define um particionamento do espaco Z x Z", em que cada subconjunto é formado por pontos
ao longo de uma reta que passa pela origem.

Relacoes de Ordem

Nesta secdo, discutimos as relagdes de ordem que estabelecem condi¢des segundo as quais dois elementos
em um conjunto sdo ditos compardveis, no sentido de que um precede o outro. O conceito de conjunto
ordenado serd importante nos capitulos seguintes para constru¢do dos nimeros naturais, inteiros e racionais.

Definicdo 2.14 Dizemos que uma relagdo R sobre um conjunto ndo vazio E é uma relagdo de ordem
(parcial) sobre E se, e somente se, R atender as propriedades:

e Vx € E, xRx; (reflexiva)
e Vx,y € E, se xRy e yRx, entdo x = y; (antissimétrica)
e Vx,y,z € E, se xRy e yRz, entdo xRz. (transitiva)

Se, além disso, R também € conexa, dizemos que R € uma relacdo de ordem total.
Nota 2.4 Se R é uma relacédo de ordem parcial sobre E, temos:

i) O conjunto E se diz parcialmente ordenado.
i1) Se aRb, dizemos que a precede b e usamos a notacdo a < b.
iii) Se aRb e a # b, dizemos que a precede estritamente b e escrevemos a < b.
iv) Se aRb ou bRa, os elementos a e b sdo ditos compardveis segundo R.
v) Se todos os elementos de E sdo, dois a dois, comparaveis, dizemos que o conjunto E é totalmente
ordenado.
Quando E € um conjunto numérico (conjunto em que se pode definir uma adicdo e uma multiplicagdo),
os simbolos de precedéncia sdo substituidos pelos de < ou <, respectivamente.

Exemplo 2.16 Sejam os conjuntos A = {a}, B={b}, C={c}, D={a,b}, E ={a,c}, F={b,c} e
G ={a,b,c}. Arelagio R sobre H = {A,B,C,D,E,F,G}, dada por XRY se, e somente se, X C Y, é uma
relacdo de ordem parcial. De fato:

1) VX € H, X C X, entdo XRX; (reflexiva)
i) VX, Y €H,seX CYeY CX,entdo X =Y; (antissimétrica)
i) VX, Y, Z€H,se X CYeY CZ,entdo X C Z. (transitiva)

Note que R ndo é uma relacio de ordem total, pois, por exemplo, A e B ndo sdo comparaveis. A Figura 2.3
mostra uma Representagdo Grdfica Simplificada para a relacdo R. Nessa representagio, cada (X,Y) € R
¢ representado por um trago ascendente. As propriedades reflexiva e transitiva ndo sao ilustradas nessa
representagdo.
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{a,b,c}

{a,b} {a,c} {b,c}

{a} {b} {c}

Figura 2.3: Representacdo grdfica simplificada para uma relacdo de ordem parcial.

Limites Superiores e Inferiores

Definicdo 2.15 Seja um conjunto E e a relagdo de ordem parcial < sobre E. Seja ainda um subconjunto
ndo vazio A C E. Definimos:

1) Um limite superior de A € um elemento L € F tal que Vx € A vale x < L;

it) Um limite inferior de A € um elemento / € E tal que Vx € A vale [ <ux;

iii) Um mdximo de A € um elemento M € A tal que Vx € A vale x < M;

iv) Um minimo de A € um elemento m € A tal que Vx € A vale m < x;

v) O supremo de A € o minimo, se existir, do conjunto dos limites superiores de A;

vi) O infimo de A é o maximo, se existir, do conjunto dos limites inferiores de A;
vii) Um elemento maximal de A é um elemento N € A tal que Vx € A se N < x, entdo x = N;
viii) Um elemento minimal de A é um elemento n € A tal que Vx € A se x < n, entdo x = n.

Exemplo 2.17 Seja o conjunto E = {1,2,3,4,6,9,12,18,36} e a relagdo de ordem parcial R dada por:
aRb se, e somente se, a|b (a é divisor de b). Dado o conjunto A = {3,6,9}, temos:

Os limites superiores de A sdo 18 e 36.
Os limites inferiores de A sdo 1 e 3.

A n@o possui elemento maximo.

O minimo de A é 3.

O supremo de A € 18.

O infimo de A é 3.

Os elementos maximais de A sd3o 6 e 9.
Apenas o 3 € elemento minimal de A.

A Figura 2.4 traz a representacdo simplificada para a relacdo do exemplo acima. A linha tracejada representa
o subconjunto A C E.
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Figura 2.4: Representacdo simplificada para relacdo de ordem parcial sobre E.



3.1

3.2

Intfroducdao

Historicamente o homem teve contato com as ideias de conjuntos desde tempos remotos, sobretudo no que se
refere a contagem de objetos das mais diversas naturezas. Em escavagdes arqueoldgicas, foram descobertas
pequenas tdbuas, nas quais o homem da pré-histéria ja fazia registros da quantidade de animais de seu
rebanho, usando um conjunto de simbolos. Outros registros apontam a associacio entre quantidades de
animais e quantidades de pedrinhas guardadas em um recipiente [6].

Assim, mesmo sem a ideia de niimero, podia-se comparar o tamanho do rebanho, fazer um inventario didrio
e perceber a eventual falta de algum animal. Ao associar cada animal do rebanho a uma pedrinha guardada
em um recipiente fisico, ja estava presente a ideia intuitiva da contagem dos tempos modernos. De fato,
quando fazemos a contagem de objetos, estamos associando cada objeto, ndo a uma pedrinha, mas a um
elemento abstrato que conhecemos como nimero natural.

O conjunto dos nimeros naturais foi criado e recriado ao longo do tempo e do espago, independentemente
por diversos povos, para que se pudesse contar objetos, eventos da natureza e quantificar o tempo e o espaco
nos primérdios da ciéncia. Ainda que, conceitualmente, o conjunto criado fosse 0 mesmo, a simbologia
usada por diferentes povos passou por diversas variagdes até chegar ao moderno sistema posicional em
que um conjunto finito de algarismos € suficiente para representar qualquer nimero natural. "O uso dos
algarismos 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 0 nos parece tdo evidente que chegamos quase a considerd-lo como uma
aptidao inata do ser humano, como algo que lhe aconteceria do mesmo modo que andar e falar" [7].

Axiomas de Peano

A partir da existéncia dos nimeros naturais € possivel definir rigorosamente outros conjuntos numéricos
e sofisticados objetos matemadticos, sempre a partir de objetos anteriormente conhecidos. Entretanto, o
conjunto dos nimeros naturais nao € definido a partir de outros objetos, mas deduzido de forma axiomatica,
como proposto pelo matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932). Entdo, € simplesmente proposto a
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existéncia de um conjunto N, cujos elementos sdo chamados niimeros naturais € uma funcéo s : N — N em
que, para cada n € N, s(n) é chamado sucessor de n. Deve-se admitir que essa fung@o s satisfaz os seguintes
Axiomas de Peano:

Al) A fungdo s é injetiva, ou seja, Vn,m € N : n # m = s(n) # s(m).

A2) Existe um tnico elemento em N que ndo € sucessor de nenhum outro elemento de N. Esse elemento,
indicado por 1 € N, serd chamado ntimero um. Ou seja, N —s(N) = 1.

A3) Se X C N é um subconjunto tal que 1 € X e, Vn € X, vale s(n) € X, entdo X = N.

Nota 3.1 O axioma (A3) é conhecido como Principio de Indugdo. Usaremos esse principio nas demons-
tragcdes neste Capitulo, ou seja, diremos que elementos de um conjunto X C N satisfazem determinada
propriedade. Ao mostrar que 1 € X e que r € X = s5(r) € X, concluiremos que X = N usando o Axioma
(A3), ou seja, a propriedade serd vdlida para todos os naturais.

Nota 3.2 As propriedades dos nimeros naturais, que serdo mostradas neste Capitulo, dependem da
aceitacdo dos Axiomas (A1), (A2) e (A3). A ndo aceitagdo ou questionamento desses axiomas invalidaria
nao s6 os resultados sobre niimeros naturais, mas toda a teoria de nimeros obtida a partir deles. A partir da
aceitagdo desses axiomas, ndo precisamos aceitar outros resultados, pois todos os demais resultados poderdo
ser rigorosamente demonstrados.

Até entéo, sabemos que N # 0, pois 1 € N, por (A2). Como 1 € N, existe s(1) € N e s(1) # 1, pois 1 ndo é
sucessor de nenhum outro elemento. Admitimos entdo que s(1) é outro elemento em N e chamamos esse
elemento de nimero dois, indicado por 2. Como 2 € N, deve existir s(2) € N, com s(2) # s(1), pois s é
injetiva por (A1). Como s(2) # 1 e s(2) # 2, deve existir outro elemento em N e chamamos esse elemento de
trés, indicado por 3. Com o mesmo raciocinio, admitimos a existéncia de elementos indicados por 4,5,6,7 e
assim sucessivamente. Desse modo temos, como ja conhecemos, o conjunto dos niimeros naturais e seus
objetos que se escrevem como

N=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,... }.

Nota 3.3 Em alguns textos, o elemento 0 (zero) pertence ao conjunto N. Entretanto, como discutido em
[8], a adocdo ou ndo do zero como natural € uma convenc¢ao que se adota de acordo com os objetivos do
texto.

Note que a funcio s pode ser iterada um niimero arbitrario de vezes fazendo s'(n) = s(n) e s (n) =
s(s™(n)). Dessa forma, temos s' (n) = s(n), s*>(n) = s(s(n)), s*(n) = s(s(s(n))) e, assim, sucessivamente.
Essa iteracdo da fungdo s por composic@o serd usada para definir operacdo de adi¢do nos naturais. Por
enquanto, observe que temos, por exemplo,

Adicdo com Numeros Naturais

Uma operagdo em N deve ser vista como uma fun¢do f : N x N — N que associa um nimero natural a cada
par de nimeros naturais dados. Usualmente, uma operagdo ¢é indicada por um simbolo, como *,+, —, X,
de forma que indicamos f(m,n) = m*n, se adotamos o simbolo * para a operacdo definida por f. No que
segue, adotamos o simbolo + para indicar a operac¢do de adi¢do entre nimeros naturais.
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Definicdo 3.1 Definimos como adi¢do de nimeros naturais a operacdo f : N x N — N, que indicaremos
por f(n,m) =n+m, onde
n+m=s"(n).
Nota 3.4 O ndmero natural n+ m, obtido pela adi¢do de n e m, é chamado soma.
Note que podemos escrever s(n) = n+ 1, pois, pela defini¢io de adi¢io, temos n+ 1 = s'(n) = s(n). Entdo,

podemos nos referir ao sucessor de um nimero n € N como s(n) ou como n+ 1. Com a defini¢do, podemos
verificar resultados que sempre aceitamos a partir da tabuada.

Exemplo 3.1 Vejamos alguns exemplos da adi¢do de niimeros naturais usando a definigdo:

e 2+2=452)=5(s(2)) =5(3) =4
o 4+3=53(4) =s(s(s(4))) =s(s(5)) =s(6) =7
o 3+4=5(3) = s(5(s(5(3)))) = s(5(5(4))) = 5(s(5)) = 5(6) = 7

Note que o exemplo acima usa apenas fatos que assumimos ao deduzir os elementos de N, ou seja, s(2) =
3,5(3)=4,54)=5,55)=6 e s5(6)=17.

Exemplo 3.2 Como temos s(n) = n+ 1, podemos ainda escrever a soma usando essa notagao. Por exemplo,
temos:

443 =54
s(s(s(4))))
S(s(4-+1))
(

(

s(A+1)+1)
(A+1)+1)+1
4414141

A tltima igualdade do exemplo 3.2 usa a propriedade associativa da adi¢do que serd mostrada na proposi¢do
3.2. Inicialmente, a proposi¢ao seguinte estabelece resultados preliminares para enunciarmos as propriedades
da adicdo.

Proposicdo 3.1 Como consequéncia da defini¢do de adi¢@o, temos:

i) m+(n+1)=(m+n)+1, ouseja, m+s(n)=s(m+n);
i l+n=n+1;
i) m+1l=n+1=m=n.

iv) s"(n) #n
Demonstracdo:

i) Observe que m+ (n+41) = s"*1(m) = s(s"(m)) = s(m+n) = (m+n)+ 1. Em outros termos,
podemos escrever m + s(n) = s(m+n).

ii) SeX={neN;1+n=n+1}, temos que 1 € X pois 1 +1 =1+ 1. Além disso, supondo
por hipétese r € X, terfamos 1 +r = r+ 1. Nesse caso, observe que 1 +s(r) =14 (r+1) =
(14+r)+1, por (i). Usando a hipétese, teriamos 1+ s(r) = (r+ 1)+ 1 = s(r) + 1. Portanto,
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s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.
ii) Vejaque m+1=n+1= s(m)=s(n). Como s é injetiva, teremos que m = n.
iv) Exercicio.

Enunciamos agora importantes propriedades da operacdo de adicdo no conjunto dos ndmeros naturais. As
propriedades associativa, comutativa e lei do corte aqui estabelecidas permitem as manipula¢des algébricas
que sdo usadas frequentemente.

Proposicdo 3.2 Para todo m,n, p € N, valem as seguintes propriedades:

a) (m+n)+p=m+ (n+ p) (associatividade);
b) m-+n = n+m, para todo m,n € N (comutatividade);
¢) m+p =n+ p,implica que m = n (lei do corte).

Demonstracdo:

a) Seja X ={peNym+ (n+p) = (m+n)+ p}, com mn € N. Temos que 1 € X, pois
m+ (n+1) = (m+n)+ 1 (Proposi¢do 3.1). Considere, por hipétese, que r € X, ou seja,
m+ (n+r) = (m+n)+r. Se essa hipétese implicar m + (n+ s(r)) = (m+n) + s(r),
teremos que s(r) € X e, pelo Axioma (A3), que X = N. Veja que

m+ (n+s(r)) =m+s(n+r) (pelaProposigdo 3.1)
=s(m+ (n+r)) (pelaProposigdo 3.1)
=s((m+n)+r) (pela hipétese)
= (m+n)+s(r). (pelaProposi¢do 3.1)

Entdo, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N. Portanto, para todo m,n,p € N vale a
associatividade.

b) SejaX ={ne N;m+n=n+m}, comm € N. Temos que 1 € X, pois m+ 1 = 1+ m (Pro-
posi¢do 3.1). Considere por hipdtese que r € X. Se essa hip6tese implicar s(r) € X, teremos,
pelo Axioma (A3), que X = N. De fato, m+s(r) =m—+ (r+1)=(m+r)+1=(r+m)+1=
r+(m+1)=r+(14+m)=(r+1)+m=s(r)+m. Ou seja, m+s(r) = s(r) +m, donde
s(r) € X. Pelo Axioma (A3), temos que X = N. Entdo, para todo m,n € N vale a
comutatividade.

c) SejaX={peNm+p=n+p =m=n},comm,n e N. Temos que 1 € X, poism+ 1 =
n+1=-m =n (Proposi¢do 3.1). Tome por hipétese que r € X, ou seja, m+r = n—+r implica
que m = n. Se essa hipdtese implicar s(r) € X, teremos, pelo Axioma (A3), que X = N. De
fato, se m+s(r) =n+s(r), temos que s(m+r) = s(n+r). Como s € injetiva, m+r=n+r
donde, por hipétese, m = n. Portanto, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N. Entdo para
todo m,n, p € N vale a lei do corte.

Multiplicacdo com Numeros Naturais

A multiplicagdo em N serd uma operacdo g : N x N — N, que associa um natural indicado por g(n,m) =n-m
a cada par n,m € N. Intuitivamente n - m, significa somar n com n um nimero m de vezes. Formalmente, a
multiplica¢do pode ser definida como segue:

Definicdo 3.2 Definimos como multiplicacdo de nimeros naturais a operagdo g : N x N — N, que
indicaremos por g(n,m) = n-m, onde n-m é obtido recursivamente como
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n-1=n
n-(m+1)=n-m+n
Nota 3.5 O ndmero real n - m, obtido pela multiplicag¢do de n e m é chamado produto.

Exemplo 3.3 Usando a defini¢do temos o produto 5 -4 dado por

5.4

5-3+1)=5-3+5

=5-(241)45=5-245+5
5-(141)+545=5-1+5+5+5

=5454+54+5

Assim como a operacdo de adi¢do, a multiplicacdo no conjunto dos naturais tem as propriedades comutativa,
associativa e lei do corte. A proposicdo seguinte, cuja demonstragdo deixamos com exercicio, estabelece
resultados preliminares para mostrar essas propriedades.

Proposicdo 3.3 Como consequéncia da defini¢do de multiplicagdo entre naturais, temos:

)m-1=1-m;
ii) m-n)-1=m-(n-1);
i) m-1=n-1=m=n.

Demonstracdo: Mostremos o item (i):

i) Observe que, por defini¢do, m - 1 = m, mas ndo se afirma o mesmo sobre 1 - m. Precisamos
mostrar que 1-m = m para concluir que m- 1 = 1-m. Primeiro, observamos que 1-1 = 1.
Agora, tomando por hipétese que 1-r = r, concluimos que 1-s(r) = s(r), estard provado, pelo
Axioma (A3), que 1 -m = m para todo m € N. Por defini¢do, 1-s(r)=1-(r+1)=1-r+1
e, usando a hipétese, 1-s(r) =1-r+1=r+1=s(r). Portanto, 1 -m =m = m- 1 para todo
m € N.

ii) Basta aplicar a definicdo.

ii) Basta aplicar a defini¢do.

Proposicdo 3.4 A multiplicagdo entre nimeros naturais satisfaz as seguintes propriedades:

a) (m+n)-p=m.p+n-p, paratodom,n,p € N (distributividade);
b) m-n=n-m, paratodom,n € N (comutatividade);

¢) (m-n)-p=m-(n-p), paratodo m,n,p € N (associatividade);

d) m-p=n-p,implicaque m =n, paratodom,n € N (lei do corte);

Demonstracdo: A demonstragdo dessas propriedades se faz pelo Axioma (A3).

a) SejaX={peN;(m+n)-p=m-p+n-p}comm,neN. Temos que 1 € X, pois (m+n)-1=
m-1+n-1=m+n. Suponha, por hipétese, que r € X, ou seja, que (m+n)-r=m-r+n-r. Se
essa hipdtese implicar que s(r) € X entdo, pelo Axioma (A3), teremos que X = N. Vejamos:
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(m+n)-s(r)=(m+n)-(r+1)
= (m+n)-r+(m+n)
=m-r+n-r+(n+m)
=m-r+(n-r+n)+m
=m-r+n-(r+1)+m
=m-r+m+n-(r+1)
=m-(r+1)+n-(r+1)
=m-s(r)+n-s(r)

Portanto, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.

b) SejaX ={peN;m-p=p-m} comm e N. Temos que 1 € X, pela Proposi¢io 3.3. Suponha,
por hipdtese, que r € X, ou seja, que m-r = r-m. Se essa hipétese implicar que s(r) € X
entdo, pelo Axioma (A3), teremos que X = N. Vejamos:

m-s(r)y=m-(r+1)
=m-r+m
=r-m+m-1
=r-m+1-m
=(r+1)-m
=s(r)-m

Portanto, s(r) € X e, pelo Axioma (A3), X = N.

¢) Exercicio.
d) Exercicio.

Um conjunto é dito Conjunto Numérico quando é munido de uma adi¢do e uma multiplicacdo, tais que tanto
a adicdo como a multiplicacio sdo comutativas e associativas e, além disso, a multiplicag@o ¢ distributiva em
relagdo a adi¢@o [9]. Nesse sentido, o conjunto N, com as operagdes de adi¢do e multiplicagdo aqui definidas.
¢ um conjunto numérico.

Relacdo de Ordem nos Naturais

A partir da operagdo de adi¢do entre nimeros naturais, podemos definir uma relagido de ordem sobre N,
ou seja, uma relacdo que permita comparar dois naturais e decidir qual nimero precede qual. Conforme
estabelecido na Secdo 2.10, uma relagdo de ordem deve guardar as propriedades reflexiva, antissimétrica e
transitiva. Definiremos entdo a relacdo de precedéncia e, em seguida, mostraremos que tal relagdo € uma
relacdo de ordem.

Definicdo 3.3 Definimos como relagdo de precedéncia sobre N a relagdo indicada por "<’ e dada por
a < b se, e somente se, a = b ou existe ¢ € N tal que a + ¢ = b. Nesse caso, dizemos que a é menor ou igual
ab.

Exemplo 3.4 Temos que 3 < 8, pois existe 5 € N tal que 3+ 5 = 8. Também temos que 4 < 4, pois 4 = 4.

Para caracterizar a relacdo de precedéncia como uma relacdo de ordem, precisamos mostrar que ela é
reflexiva, antissimétrica e transitiva. A proposicdo seguinte garante essas propriedades.
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Proposicdo 3.5 A relagdo de precedéncia sobre N é uma relagéo de ordem.
Demonstracdo: Mostremos que a precedéncia € reflexiva, antissimétrica e transitiva:

i) Vae N, vale a <a, poisa= a; (reflexiva)

i) Supondoa <be b < a, deve valer a = b. Caso contrério, teriamos a+c; =b e b+c, = a, com
c1,c2 € N. Disso, terfamos (b+c¢z) +¢1 = b = b+ (¢ +¢2) = b. Tomando m = ¢ + c2,
teriamos b+ m = b = s™(b) = b, que é absurdo (Proposi¢éo 3.1). Entdioa < be b <a
= a = b; (antissimetria)

iii) Suponha que a < be b <c. Se a=b ou b = ¢, concluimos que a < c. De outra forma,
considere a+c¢; = b e b+ ¢y = c. Entdo terfamos (a+c¢)+ca =c=a+(ci+c2) =c=
a<c.Entdio,a<beb <c= a<c. (transitiva)

Considerando a relagdo de ordem < sobre N, se a < b, temos a = b ou a+ ¢ = b para algum ¢ € N. No
segundo caso, escrevemos a < b e dizemos que a € estritamente menor que b. Entao, a < b significaa = b ou
a < b. A proposicao seguinte garante que todos os elementos de N sdo compardveis, ou seja, a precedéncia
sobre N € uma relag¢do de ordem total.

Proposicdo 3.6 A relagdo de ordem < em N satisfaz as seguintes propriedades:

a) Se a <b,entdo a+c < b+c, paratodo a,b,c € N (Monotonicidade da Adi¢o);

b) Todos os elementos de N sdo comparéveis por precedéncia, ou seja, dados a,b € N, vale a < b ou
b<a;

¢) Dados a,b € N, ocorrerd sempre uma das possibilidades: a = b, a < b ou b < a (tricotomia).

Demonstracdo:

a) Suponhaa <b.Sea=b,entdioa+c=b+c e, portanto,a+c <b+c. Sea+# b,entdo 3d € N,
talque b=a-+d,donde b+c= (a+d)+c,ouseja,b+c=a+(d+c)=a+(c+d)=(a+c)+d.
Portanto, b+c¢ = (a+c¢)+d,donde a+c < b+c.

b) SejaX = {p € N;n < p ou p < n} para qualquer n € N. Veja que 1 € X, pois 1 < n para todo
n € N (Verifique!). Suponha, por hipétese, que r € X, ou seja, n < r ou r < n para todo n € N.
Temos:

i) Se for n <r, com n # r, existe c € N tal que n+c =r. Entdo, (n+c)+1=r+1=
n+(c+1)=s(r)=n<s(r);
ii) Se for r <n, com r # n, existe ¢ € N tal que r+ ¢ =n. Como 1 < ¢ para todo ¢ € N, vale
r+1 <r+c <n. Portanto, s(r) < n;
iii) Seforn=r,comor<r+1valen <r+1,ouseja,n<s(r).

Por (i),(ii) e (iii), concluimos que r € X = s(r) € X e, pelo Axioma (A3), temos que X = N.
Portanto, todos os elementos de N sdo comparaveis.

¢) Dados a,b € N, vale a < b ou b < a, por (b). Se a # b, entdo existe ¢ € N tal que a+c¢ = b ou
b+c=a. Ou seja, se a # b, vale a < b ou b < a. Portanto, a = b, oua < bou b < a.

A Proposi¢do 3.6 garante que a relacdo de precedéncia sobre N é uma relagio de ordem total, uma vez que
todos os elementos de N sdo compardveis por precedéncia. Como 2 = s(1) = 141, temos 1 < 2. Como
3=s(2) =2+1, temos 2 < 3 e, assim, sucessivamente, temos:
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1<2<3<4<5<---

Nota 3.6 Quando a < b, usaremos também a nota¢do b > a e diremos que b é maior ou igual a a. Da
mesma forma, quando a < b, escrevemos também b > a e diremos que b € estritamente maior que a.

Essa relag@o serd importante para estabelecer a ordem nos demais conjuntos numéricos, definidos a partir de
N nos Capitulos subsequentes.

Conjuntos Finitos e Infinitos

Como dito na Introducdo, o conjunto dos nimeros naturais surge da necessidade de contar objetos de um
conjunto X dado. A contagem € feita pela associagdo de cada objeto de X a um elemento de N, comegando
por 1 e, considerando a ordem dada, até n. A contagem define entdo um subconjunto 7, C N, dado por
I, ={1,2,3,...,n}, e uma fun¢do bijetiva f : X — I,, que associa cada objeto de X a um elemento de .
Nesse caso, dizemos que X tem n elementos.

Exemplo 3.5 Considere, por exemplo, o conjunto X = {a,b,c,d}. A contagem de elementos de X define
abijecdo f : X — Iy, conforme ilustrado na Figura 3.1(a). Mas outra bijecdo, g : X — I, poderia ser definida,
conforme Figura 3.1(b). De fato, uma bije¢do pode ser definida de forma arbitraria, sendo cada possivel
bijecdo associada a uma possivel contagem que ordena os elementos de X de formas diferentes.

(b)
Figura 3.1: Exemplo de bijecées para contagem de um mesmo conjunto X.

Nota 3.7 Pode-se imaginar conjuntos com quantidade arbitrariamente grandes de elementos, como o
conjunto de grdos de areia de uma praia, ou gotas d’dgua do oceano. Mas deve haver um n € N e uma bijegdo
de I, nesse conjunto, de forma a dizer que ele tem n elementos, com »n suficientemente grande.

Nota 3.8 Se considerarmos o conjunto dos anos da era Cristd e sua continuag¢do no futuro, entendendo
que depois de um ano sempre vem outro ano, terifamos dificuldade em obter /,, de forma a estabelecer uma
bijecao entre elementos de /,, e o conjunto dos anos, pois admitimos que sempre haverd um ano depois do
outro e, portanto, nenhum n € N € suficientemente grande para estabelecer uma bije¢ao.

A partir das Notas 3.7 e 3.8, surge a necessidade de uma classificac@o para diferenciar esses conjuntos. Essa
diferenciacdo leva ao conceito de conjuntos finitos e infinitos, como definimos a seguir.

Definicdo 3.4 Um conjunto X é chamado de finito quando ele é vazio ou existe um nimero natural n € N
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e uma bijegdo f : X — I,,. Caso contrario, X € dito infinito, ou seja, X ndo é vazio, e para qualquer n € N nio
existe uma bijecdo f: X — I,.

Nota 3.9 Quando X é um conjunto finito, a bijecdo f : X — I, é chamada de contagem dos elementos de
X, e o nimero n é chamado de cardinalidade do conjunto finito X.

Exemplo 3.6 Alguns exemplos:

e O conjunto X = {a,e,i,o,u} das vogais é finito. De fato, a bijecdo f : X — I5, dada por f =
{(a,1),(e,2),(i,3),(0,4),(u,5)} é uma contagem dos elementos de X. Nesse caso, a cardinalidade
de X é5.

e O conjunto N dos nimeros naturais € infinito. De fato, ndo existe uma bije¢do f : N — I, qualquer
que seja n € N. (Verifique).

e O conjunto dos mdltiplos de 3, dado por X = {3,6,9,12,...}, é infinito. De fato, ndo existe uma
bijegdo f : X — I,, qualquer que seja n € N (Verifique). Nesse caso, dizemos que X € infinito e tem a
mesma cardinalidade de N.

Conjuntos Enumeraveis

Ao observar que a cardinalidade do conjunto X dos mdltiplos de 3 é a mesma cardinalidade de N, surge a
questdo de saber se todo conjunto infinito tem a mesma cardinalidade de N. A resposta € néo, € nos leva ao
conceito de enumerabilidade.

Definicdo 3.5 Um conjunto X é chamado de enumerdvel quando existe uma fungdo injetiva f : X — N.
Caso contrario, X € dito ndo enumerdvel.

A defini¢do acima afirma que o conjunto dos nimero naturais deve ser suficiente para enumerar todos os
elementos do conjunto X para que este seja enumerdvel. Entdo, um conjunto enumeravel pode ser finito,
como o conjunto das vogais, ou infinito, como o conjunto dos multiplos de 3.

Exemplo 3.7 Alguns exemplos:

e Se o conjunto X € finito e tem n elementos, entdo X € enumerdvel. De fato, como X € finito, existe
uma bijecdo f : X — I,. Basta tomar g : X — N, com g(x) = f(x) para concluir que g € injetiva, pois,
se g(a) = g(b), entdo f(a) = f(b). Isso implica que a = b.

e O conjunto X = {n € N;n > 5} é enumeravel. De fato, basta tomar a fun¢do injetiva f : X — N, dada
por f(x) =k tal que k+5 = x.

e Uma forma simples de considerar um conjunto ndo enumerdvel é considerar o conjunto das partes de
N, ou seja, o conjunto dos subconjuntos de N. Mas a demonstragdo desse fato ndo serd vista neste
Capitulo.

Proposicdo 3.7 Sio formas equivalentes de se definir enumerabilidade de conjuntos:

e Um conjunto X é enumerdvel se existe uma funcéo injetiva f : X — N;
e Um conjunto X é enumerdvel se existe uma fungéo sobrejetiva f : N — X;
e Um conjunto X é enumeravel se for finito ou existe uma fungdo bijetiva f : X — N.

Demonstracdo: Exercicio.
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Ao definir o conjunto dos nimeros naturais, ndo consideramos o zero e, também, ndo consideramos as
operacgdes de subtracdo ou de divisdo. O elemento zero e operagdo de subtragdo serdo definidos para o
conjunto Z, dos inteiros. J4 a operagdo de divisdo sera definida para o conjunto (Q, dos racionais.



4.1

Infroducdao

Ao longo da histdria das civilizagdes, relagdes comerciais sempre foram estabelecidas, como a dos gregos
com os persas, a dos romanos com os egipcios, a dos chineses com os indianos, etc. O conhecimento de
um sistema de contagem, como o dos niimeros naturais, permitiu o registro das transagdes comerciais € o
surgimento das moedas como forma de simplificar as operacdes de troca. Com as transag¢des convertidas em
moedas era possivel registrar, ndo apenas o saldo positivo, mas também eventuais dividas a ser compensadas
com saldo futuro. Ha registros na Roma antiga de fatos como de um cidadio que, tendo apenas 9 dendrios
romanos, levou um saco de farinha que vale 10 denérios, ficando registrada uma divida de 1 dendrio [6].

A praética de se registrar saldos e dividas e, por conseguinte, a necessidade de compensagao entre esses
valores levou aos conceitos de nimero positivo e nimero negativo. A compensacio entre saldo e divida deu
origem ao conceito de subtracdo, que nao € uma operagao possivel entre 0os nimeros naturais. Assim, a
subtracdo 5 — 3, por exemplo, era a compensagdo entre um saldo de 5 e uma divida de 3, que deixa saldo 2.
Por outro lado, a subtragdo 5 — 7, por exemplo, era a compensagéo entre um saldo de 5 e uma divida de 7,
que deixa uma divida, de 2. Mais notdvel era a compensac¢do entre um saldo de 5 e uma divida de 5, que ndo
resultava divida nem saldo e, portanto, ndo havia simbolo nos naturais para registrar o resultado. Os registros
de saldos, dividas e compensacdes evoluiram para uma extensao do conjunto dos nimeros naturais em um
conjunto que comporte nimeros positivos e nimeros negativos, bem como a operacao de subtracdo.

Como conhecemos hoje, cada nimero inteiro € resultado de uma possivel compensagao entre saldos e dividas.
Intuitivamente, tomamos o par (a,b), onde a representa um saldo e b representa uma divida. O resultado
da compensacgdo de a com b define uma diferenca a — b, indicada pelo inteiro k, que pode ser positivo ou
negativo. Se outro par (c,d) define a mesma diferenga, c —d = a — b, entéo esse par é indicado pelo mesmo
inteiro k. Portanto, um mesmo nimero inteiro pode ser definido pela compensagao de pares distintos de
saldos e dividas. Como ndo podemos usar a nota¢do a — b, com a,b € N, usamos o fato conhecido de que
a+d=c+b< a—b=c—dedizemos que (a,b) e (c,d) definem o mesmo inteiro se a+d = ¢+ b. Dessa
forma, usaremos apenas adigdo entre nimeros naturais para definir os niimeros inteiros.

Diferentemente da simples inclusdo de novos elementos, a construcido formal de Z, a partir de N, deve
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preservar a relagdo de ordem nos naturais e estender para os novos elementos as operagdes de adigéo e
multiplica¢do j4 definidas. A construcdo, baseada em [10] e [3], usa o conceito de Classes de Equivaléncia,
apresentado no Capitulo 2.

Os NUmeros Inteiros

Do ponto de vista formal, cada nimero inteiro serd definido a partir de um par de niimeros naturais.
Mais precisamente, cada inteiro serd associado a um conjunto de pares de nimeros naturais que guardam
determinada propriedade comum. Essa propriedade é estabelecida pela relagdo R C N x N, dada por
(a,b)R(c,d) < a+d = c+ b, que é uma relagdo de equivaléncia, como mostrado na Proposicéo 4.1.

Proposicdo 4.1 A relagdo R C N x N, dada por (a,b)R(c,d) < a+d = ¢+ b, é uma relagdo de equiva-
Iéncia.

Demonstracdo: Mostremos que R é reflexiva, simétrica e transitiva:

i) (a,b)R(a,b), pois a+b = a+b. (Reflexiva)
ii) Se (a,b)R(c,d), temos que a+d = c+b,ouc+b=a+d. Entdo, (c,d)R(a,b). (Simétrica)
iii) Se (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e,f),entdoa+d =c+b e c—+ f=e+d. Somando membro a
membro, temos (a+d) + (c+ f) = (¢ +b) + (e+d). Por associatividade e comutatividade,
temos (a+ f) + (c+d) = (e+b)+ (c+d). Como vale a Lei do Corte em N, temos
a+f=e+b e, portanto, (a,b)R(e, f). (Transitiva)

Por (1), (ii) e (iii), a relagdo R é reflexiva, simétrica e transitiva. Portanto, R € de equivaléncia.
Exemplo 4.1 Temos que:

R(2,4), pois 1 +4 =2+3;
R(4,1), pois 54+1=4+2.

o O
—~
—
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Como visto no Capitulo 2, a relagdo R particiona o conjunto N x N em subconjuntos de pares que sdo
equivalentes. Essa particdo estabelece que cada par de naturais pertence a um, e apenas um, subconjunto
definido pela relacdo R. Cada subconjunto de pares equivalentes define uma classe, e a classe pode ser
representada por um dos seus elementos.

Exemplo 4.2 Os pares (1,3),(5,2) € N x N determinam as seguintes classes:

—~
—
W

—

I

{(e;d) eNxN|1+d=c+3}={(1,3),(2,4),(3,5),(5,6),..
{(c,d) eNxN|5+d=c+2}={(41),(52),(6,3),(7,4),(8,5),...}.

—~
W
[\S)

~—

I

A particdo de N x N em classes definidas por R é chamada conjunto quociente, indicada por (N x N)/R.
Cada nimero inteiro serd definido como sendo uma dessas classes e, portanto, o conjunto dos inteiros serd o
conjunto das classes de equivaléncia, ou quociente, como definimos abaixo.

Definicdo 4.1 Definimos o conjunto dos Nimeros Inteiros como Z = (N x N) /R, ou seja,

Z = {(a,b) | (a,b) € N x N}
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Cada classe (a,b) € Z seré indicada por um simbolo, conforme a seguir:

i) Se a > b, tomamos k € N tal que a = b+ k e indicamos +k = (a,b);
ii) Se a < b, tomamos k € N tal que a + k = b e indicamos —k = (a,b);
iii) Se a = b, indicamos 0 = (a,b) = (a,a). O simbolo 0 chamamos de zero.

Nota 4.1 Sea > b, aclasse +k = (a,b) é chamada de niimero inteiro positivo. Se a < b, aclasse —k = (a,b)
é chamada de niimero inteiro negativo. A classe do zero € aquela em que a primeira coordenada € igual a
segunda coordenada, ou seja, € a classe dada por 0 = (a,a), qualquer que seja a € N.

Nota 4.2 Por definigdo, dado ¢ € Z, temos uma, e apenas uma, de trés possibilidades:

i) Existe k € N tal que t = +k, onde +k = (a+k,a) para todo a € N;
ii) Existe k € N tal que t = —k, onde —k = (a,a + k) para todo a € N;
iii) =0, onde 0 = (a,a) para todo a € N.

Nota 4.3 Nao se confunde k € N com +k ou —k. Enquanto k € N é um nimero natural, +k € Z é um
ndmero inteiro positivo e —k € Z é um nimero inteiro negativo. De fato, dado k € N, temos as classes

+k=(1+k1)eZe—k=(1,1+k) € Z.

Exemplo 4.3 Temos que:

e +3=(5,2),pois 5 >2etemos 5 =2+3;
e —2=(1,3),pois 1 <3etemos3=1+2;
e +2=(3,1),pois3 > 1etemos3=1+2;
e 0=(3,3), pois 3 =3.

A partir da defini¢@o, o conjunto Z dos nimeros inteiros deve ter, além do zero, um nimero positivo e um
nimero negativo associado a cada nimero natural. Assim, escrevemos

Z={-,-3,-2,—1,0,+1,42,43,---}

Adicdo com Numeros Inteiros

Considerando que cada inteiro pode ser representado por um conjunto de pares equivalentes de naturais, a
defini¢cdo de adicdo nos inteiros permite que, independentemente do par considerado, a soma resultante seja
a mesma.

Definicdo 4.2 Dados s,t € Z, considere a,b,c,d € N tais que s = (a,b) e t = (¢,d). A soma s+t é
definida pela operagdo de Adi¢do sobre o conjunto dos inteiros, dada pela fungdo f : Z x Z — Z, onde

f(s,t)=s+t=(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d).

Exemplo 4.4 Usando a defini¢do, temos:

e Dados 42,43 € Z, tome 3,1,5,2 € N tais que +2 = (3,1) e +3 = (5,2). Entdo,

(+2)+(+3) = 3, 1) +(5,2) = (3+5,1+2) = (8,3) = +5;
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e Dados +3,—5 € Z, tome 5,2,1,6 € N tais que +3 :@e —5=(1,6). Entdo
(+3)+(=5)=(5,2)+(1,6) = (5+1,2+6) = (6,8) = —2;
e Dados 0,+2 € Z, tome 2,3,1 € N tais que 0 = (2,2) e +2 = (3,1). Entio
0+(+2)=(2,2)+ (3, 1) = (243,21 1)=(5,3) =

Nota 4.4 Note que, nos exemplos acima, os pares de nimeros naturais escolhidos para representar cada
classe podem ser outros. De fato, cada classe pode ser representada por qualquer dos pares pertencentes a
classe.

Como no conjunto dos niimeros naturais, a adicdo no conjunto dos nimeros inteiros satisfaz as propriedades
comutativa, associativa e lei do corte. Além disso, admite um elemento neutro e, para cada inteiro, existe
um elemento simétrico, como mostrado na Proposicao 4.2.

Proposicdo 4.2 Para todo r,s,t € Z, verificam-se as seguintes propriedades:

S1) r+s = s+ r; (Comutatividade)

S2) (r+s)+t=r+(s+1); (Associatividade)

S3) Existe 0 € Z, tal que r+ 0 = r; (Elemento neutro da adi¢do)
S4) Existe ¥’ € Z, tal que r+ ' = 0; (Simétrico Aditivo)

S5) Se r+t=s+t,entdo r =s. (Lei do Corte)

Demonstracdo: Para demonstra¢do, tomamos a,b,c,d, e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e
t = (e, f). Assim, temos:

S1) Usando a comutatividade da adi¢do em N, temos
(a,0) + (c,d
=(a+c,b+d
=(c+a,d+b
= (¢,d)+(a,b) =s+r

r+s=

S2) Usando a associatividade da adi¢do em N, temos

(r+5)+1 = ((@b) +(e,d)) +(e. /)
=(a+c,b+d)+ (e f)
=((a+c)+e,(b+d)+f)

=(a+(c+e),b+(d+f))

=
=

a,b)+(c+e,d+f)
a.b)+ (e d)+{e.f) =r+(s+1)

S3) Note que (a+1,b+ 1)R(a,b), pois (a+1)+b =a+ (b+1). Entdo, pela Proposicéo 2.8,
vale (a+1,b+ 1) = (a,b). Disso, temos que

r+0=(a,b)+(1,1)=(a+1,b+1)=(a,b)=r

S4) Note que (a+b,a+b)R(1,1), pois (a+b)+ 1 =1+ (a+b). Entdo, pela Proposigio 2.8,
vale (a+b,a+b) = (1,1). Dado r = (a,b), tome r' = (b,a) e temos

r+r =(a,b)+ (b,a) = (a+b,b+a)=(a+b,a+b)=(1,1)=0
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S5) Exercicio.

Nota 4.5 O simétrico aditivo ' serd indicado também por —r. Assim, para r = (a,b) € Z, temos o simétrico
—r = (b,a) € Z. Portanto, r+ (—r) = 0 para todo r € Z. Chamamos o simétrico aditivo, —r, de elemento
oposto de r.

Proposicdo 4.3 Se r € Z for um niimero negativo, o oposto, —r, é um nimero positivo. Reciprocamente,
se r € Z for um nimero positivo, o oposto, —r, € um ndmero negativo.

Demonstracdo: Suponha r € Z negativo. Entéo, existe k € N tal que r = —k = (1,1 + k). Nesse

caso, —r = (1 +k, 1) = +k. Portanto, o oposto de r ¢ um nimero positivo, dado por —r = +k. A
reciproca se mostra com argumento similar.

Nao precisamos definir uma operagdo de subtracdo entre nimeros inteiros. De fato, toda subtracio r — s nos
inteiros é, na verdade, uma adicdo r+ (—s).

Exemplo 4.5 Dados +3,+5 € Z, tome as classes +3 = (4,1) e +5 = (7,2). Entdo, —5 = (2,7) e temos
(+3) = (+5) = (+3) + (=5) = (4,1) +(2,7) = (6,8) = —2.

Multiplicacdo com Nimeros Inteiros

Assim como na defini¢do da adi¢@o nos inteiro, a definicao de multiplicacido permite que, independentemente
do par considerado para representar um inteiro, o produto resultante é o mesmo.

Definicdo 4.3 Dados s,t € Z, considere a,b,c,d € N tais que s = (a,b) e t = (¢,d). O produto s-t é
definido pela operagdo de Multiplicacdo sobre o conjunto dos inteiros, dada pela fungéo f : Z x Z — 7, em
que

f(s,t)=s-t=(a,b)-(c,d)=(a-c+b-d,a-d+c-D).

Exemplo 4.6 Usando a defini¢do, temos:

e Dados +2,43 € Z, tome 3,1,5,2 € N tais que +2 = (3,1) e +3 = (5,2). Entao,
(+2)-(+3)=(3,1)-(5,2)=(3-54+1-2,3-2+1-5) = (17,11) = +6;

e Dados +3,—5 € Z, tome 5,2, 1,6 € N tais que +3 = (5,2) e —5 = (1,6). Entao,

(+3)-(=5)=(5,2)-(1,6) =(5-1+2-6,5-6+2-1) = (17,32) = —15;

e Dados 0,42 € Z, tome 2,3, 1 € N tais que 0 = (2,2) e +2 = (3, 1). Entdo,

0-(+2)=(2,2)-(3,1)=(2-34+2-1,2-14+2-3) = (8,8) = 0.

A operagdo de multiplicagdo no conjunto dos niimeros inteiros satisfaz as propriedades comutativa, as-
sociativa e lei do corte. Além disso, admite um elemento neutro e a distributividade, como mostrado na
Proposicao 4.4.

Proposicdo 4.4 Para todo r,s,7 € 7, verificam-se as seguintes propriedades:
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M1) r-s=s-r; (Comutatividade);

M2) (r-s)-t=r-(s-t); (Associatividade);

M3) Existe +1 € Z, tal que r- (+1) = r (Elemento neutro da multiplica¢éo);
M4) (r+s)-t =r-t+s-t (Distributividade);

M5) Set#0 e r-t=s-t, entdor=s.

Demonstracdo: Para demonstragdo, tomamos a,b,c,d, e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e
t = (e, f). Assim, temos:

M1) Usando a comutatividade da adig¢do e da multiplicagdo sobre N, temos

a,b)-(c,d)
ac+bdad+cb)

c-a+d-b,c-b+a-d)
=(c,d)-(a,b)=s"r

M2) Usando a distributividade da multiplicagdo em relacdo a adi¢do em N, temos

1= ((@b)-(e,d)) (e, )

a-c+b-d,a-d+c-b)-(e,f)
a-c+b-d)-e+(a-d+c-b)-f,(ac+b-d)-f+e-(a-d+c-b)
-cre+b-d-eta-d-f+c-b-f,a-c-f+b-d-f+e-a-d+e-c-b)
cret+a-d-f+b-c-f+b-e-da-c-f+a-e-d+c-e-b+d-f-b)
(c-e+d-f)+b-(c- f+e-d)a-(c-f+e-d)+(c-e+d-f)-b)
a,b)-(c-e+d-f,c-f+e-d)

a.b)- ((e.d)-(e.f) =r-(51)

Q

Q

Q

=
=
= (
= (
= (
= (
=

M3) Por defini¢do, +1 = (a+ 1,a) para todo a € N. Em particular, temos +1 = (2,1). Pela
Proposi¢do 2.8, temos (2-a+b,a+2-b) = (a,b). Entdo, temos

M4) Usando a distributividade da multiplicagdo em relac@o a adi¢do em N, temos

(r+5) -1 = ((@,5) + (e.d)) - (e.f)

a+c,b+d)- (e f)

(a+c)-e+(b+d)-f,(a+c) - f+e-(b+d))

a-et+c-e+b-f+d-fia-f+c-f+e-b+e-d)

a-e+b-f+c-e+d-fia-f+e-b+c-f+e-d)

a-e+b-f,a-f+e-b)+(c-e+d-f,c-f+e-d)
b)-(e,f)+(c,d)-(e,f) =r-t+s-1

=
=
=
=
=
= (a,

M5) Exercicio.
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A partir da defini¢do e das proposi¢des 4.2 e 4.4, pode-se mostrar as regras de sinais enunciadas abaixo.

Proposicdo 4.5 Dados r,s € Z, valem as seguintes regras de sinais:

Demonstracdo: Para demonstragio, tomamos a,b,c,d € N tais que r = (a,b) e s = (c,d).

i) —=(=r) =—=(=(a,b)) = =(b,a) = (a,b) = r;
i) Exercicio;
i) Exercicio;
iv) Usando a defini¢do, temos

b-d+a-c,b-c+d-a)
c+b-d,a-d+c-b)

Proposicdo 4.6 Ser-s=0, entdo r=0 ou s=0.

Demonstracdo: Exercicio.

N.
Al .
3+ o
21 -
1+ .
: : ! |
1 2 3 4 N

Figura 4.1: Representacdo geométrica dos inteiros no plano

Na figura 4.1 podemos ter uma ideia dos nimeros inteiros no plano. No plano cartesiano, a classe dos
niimeros inteiros positivos sdo os pontos da cor azul, ou seja, sdo todos pontos (a,b), com a > b. A classe do
zero, que representamos por 0, sdo os pontos de vermelho, ou seja, todos os pontos da forma (a,b), com
a = b. E a classe dos niimeros inteiros negativos sdo os pontos da cor laranja, isto é, todos os pontos (a,b),
em que a < b. Vemos, assim, que os elementos de uma mesma classe estdo sobre a mesma reta. Por exemplo,

+1=(2,1)={(2,1),(3,2),(4,3),(5,4),...}.
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Relacoes de Ordem nos Inteiros

Vamos agora definir uma relagdo de ordem no conjunto dos nimeros inteiros. Essa relacdo deve permitir
estabelecer a ordem de precedéncia entre os inteiros, da mesma forma como estabelecido para os naturais.

Definicdo 4.4 Dados r,s € Z, considere a,b,c,d € N tais que r = (a,b) e s = (c¢,d). Dizemos que r < s
se, e somente se, a+d < ¢+ b. A relagdo assim definida é chamada relagio de precedéncia sobre Z.

A defini¢cdo acima usa o fato de que uma relago de precedéncia ja € estabelecida para o conjunto dos nimeros
naturais. Entdo, para verificar se r < s, verificamos se a+d < ¢+ b, pois a+d,c+d € N e, portanto, sdo
comparaveis.

Exemplo 4.7 Usando a defini¢do, temos:

e Dados +2,43 € Z, tome 3,1,5,2 € N tais que +2 = (3,1) e +3

(5,2). Entao,

(+2) < (+3), pois 3+2<5+1;

e Dados —5,43 € Z, tome 1,6,5,2 € N tais que —5 = (1,6) e +3 = (5,2). Entao,

(=5) < (4+3), pois 1+2<5+6;

e Dados —3,-2 € Z, tome 2,5,1,3 € N tais que —3 = (2,5) e —2 = (1,3). Entao,

(=3) < (-2), pois 2+3<1+5.

Como nos naturais, a relagdo de precedéncia nos inteiros € relacdo de ordem, ou seja € reflexiva, antissimétrica
e transitiva, como mostramos na proposicao 4.7.

Proposicdo 4.7 A relagio de precedéncia sobre Z € uma relagéo de ordem.

Demonstracdo: Dados r,s,7 € Z, tomamos a,b,c,d,e, f € N tais que r = (a,b),s = (c,d) e
t = (e, f). Assim, temos:

i) Sendo r = (a,b), temos a+b < a+b. Portanto r < r; (Reflexiva)

ii) Supondo r < s e s < r temos, por definicdo, a+d < c+b e também c+b < a+d. Usando a
antissimetria na precedéncia entre naturais, temos que a+d = c+b e, portanto, (a,b) = (c,d),
ou seja, r = s; (Antissimétrica)

iii) Suponha que r <se s <t. Entdiotemos a+d <c+b e c+ f <e+d. Disso, temos
(a+d)+(c+f) <(c+Db)+(e+d),ouseja, (a+ f)+ (c+d) < (e+b)+ (c+d). Pelalei
do corte nos naturais temos, a + f < e+ b, donde r < ¢. (Transitiva)

Dados r,s € Z, com r = (a,b) e s = (¢,d). Se r<s,temos a+d < c+b, donde a+d=c+b ou
a+d <c+b. Sefora+d=c+b, temos r =s. No segundo caso, escrevemos r < s e dizemos que r é
estritamente menor que s. Entdo, r < s significa r =sou r <s.

Como no caso dos ndmeros naturais, a relacdo de precedéncia é uma relaciao de ordem total, ou seja, todos
os elementos de Z sdo compardveis, conforme mostrado na proposi¢do abaixo.

Proposicdo 4.8 A relagio de ordem < em 7 satisfaz as seguintes propriedades:
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a) Ser <s,entdo r+ p < s+ p, para todo r,s, p € Z (Monotonicidade da Adi¢do);
b) Todos os elementos de Z sdo comparaveis, ou seja, dados r,s € Z, vale r <sous <r;
c¢) Dados r,s € Z, ocorrerda sempre uma das possibilidades: r = s, r < s ou s < r (Tricotomia).

Demonstracdo: Considere a,b,c,d € N tais que r = (a,b) e s = (c¢,d). Entéo, temos

a) Ser<s,valea+d <b+c. Supondo p = (e, f), temos que

a+d<b+c=(a+d)+(e+f)<(b+c)+(e+])
= (at+e)+(d+f)<(c+e)+(b+f)
= (a+eb+f)<(ct+ed+f)
= (a,b) + (e, f) < (c,d) + (e, f)
=r+p<s+p

b) Exercicio.
¢) Exercicio.

Como a relagio de precedéncia no conjunto dos nimeros inteiros é uma relacio de ordem total, e observando
que r < s significa r = s ou r < s, podemos entdo escrever

L3 2<-1<0<HI <243 <

Deve-se observar que a defini¢do dos niimeros inteiros como uma classe de equivaléncia torna os inteiros
objetos de natureza diferente dos naturais, o que impede a inclusdo N C Z. Por outro lado, € possivel associar
cada natural n € N a um niimero inteiro positivo dado por +n = (1 +n, 1). Dessa forma, haverd uma relagéo
biunivoca entre o conjunto N e o conjunto dos nimeros inteiros positivos. Indicando por No conjunto
dos inteiros positivos e observando que esse conjunto preserva as propriedades aritméticas e a ordem de N,
dizemos que N C 7Z é uma c6pia algébrica de N em Z. No que segue, usaremos indistintamente N e N, de
forma que admitimos a inclusdo N C Z, considerando N a cépia algébrica dos naturais nos inteiros.

Continuaremos indicando o inteiro negativo associado a k € N por —k € Z. Por outro lado, o niimero positivo
associado a k € N, indicado por +k € Z serd indicado também por k € Z.

Divisdo Euclidiana

Nao se define uma divisdo exata entre elementos do conjunto dos nimeros inteiros, mas o algoritmo da
Divisdo Euclidiana estabelece uma divisdo com resto para inteiros [3].

Pela Divisdo Euclidiana, dados a,b € Z, com b > 0, consideramos duas tdnicas possibilidades:

i) Existem € Z tal que a =m-b;
ii) Nao existe m € Z tal que a = m - b.

No primeiro caso, dizemos que a é muiltiplo de b, ou que b € divisor de a. No segundo caso, a ndo é miiltiplo
de b, e estd entre dois miiltiplos de b, ou seja, existe m € 7Z tal que

m-b<a<(m+1)-b
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Dem-b <a< (m+1)-b, observamos que 0 < a—m-b < b. Fazendo entdo r = a —m- b, temos que
a=m-b+r,com (0 < r < b. Dessa forma, as possibilidades (i) e (ii) acima podem ser reescritas como:

i) Existe m € Z tal que a =m- b;
ii) Existe me Z talquea=m-b+r,com0 < r <b.

Finalmente, admitindo 0 < r < b, temos uma Unica possibilidade, enunciada como Algoritmo da Divisdo
Euclidiana:

Dados a,b € 7 com b > 0, existem m,r € 7., com 0 < r < b, tais que

a=m-b+r.

Exemplo 4.8 Alguns exemplos:
Dados 11,4 € Z, existem 2,3 € Z tais que 11 =2-4+3;
Dados 9,2 € Z, existem 4,1 € Z taisque 9 =4-2 4 1;
Dados 6,3 € Z, existem 2,0 € Z tais que 6 =2-3+0;
Dados —7,3 € Z, existem —3,2 € Z tais que —7 = (—3)-3+2.
Definicdo 4.5 Dado um nimero inteiro a, dizemos que a € par se a Divisdo Euclidiana de a por 2 deixa

resto r = 0, ou seja, a = 2 - m para algum m € Z. Dizemos que a € impar se a Divisdo Euclidiana de a por 2
tem resto r = 1, ou seja, a =2-m+ 1 para algum m € Z.

O Conjunto dos Numeros Inteiros € Enumeravel

Nesta se¢do, vamos mostrar que os elementos do conjunto Z podem ser enumerados, ou seja, podemos
estabelecer uma funcdo bijetiva de Z em N. Dessa forma, concluiremos que Z é um conjunto enumeravel.
Observe a Figura 4.2.

L g N
0 =1
=1 2
1 3
5] =>4
2 ]
-3 6

Figura 4.2: O conjunto dos niimeros inteiros é enumerdvel

No diagrama de flechas acima, observamos que existe uma fungéo bijetiva que associa a cada nimero inteiro
um tnico nimero natural. Essa associac@o € feita pela fungio g : Z — N, tal que:
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1, ser=0
g(r) =42k, seexistek € Ntal que r = (—k) 4.1)
2-k+1, seexistek € Nral que r = (+k)

Com efeito, g € injetiva pois, se g(r) = g(s), teremos entdo que g(r) = g(s) =1 ou g(r) = g(s) =2-kou
g(r) =g(s) =2-k~+ 1. No primeiro caso, teriamos r = s = 0. No segundo caso, teriamos r = s = —k e, no
terceiro caso, teriamos r = s = +k. De qualquer sorte, » = s, donde g € injetiva. Além disso, € facil perceber
que g € sobrejetiva. Portanto, g € bijetiva, donde concluimos que o conjunto Z é enumerével.



5.1

Introducdo

Neste Capitulo vamos, estudar o Conjunto dos Nimeros Racionais, representado pelo simbolo Q. Enquanto
os nimeros inteiros representam o resultado de uma compensacéo, ou diferenca, entre naturais, os racionais
representario o resultado de uma razao, ou divisao, entre inteiros. Quando um todo, que pode ser um terreno
ou volume de grios, é dividido em n partes iguais, cada parte recebe nome de meio se n = 2, ter¢o se n = 3,
quarto se n = 4, e assim sucessivamente. Nesse caso, as transacdes comerciais ndo precisavam ser feitas em
termos do todo, mas eram feitas em termo das partes do todo. Por exemplo, um comerciante pode vender
2 ter¢os de um saco de graos para um cliente e vender 2 quartos de um saco de grios para outro cliente.
Essencialmente, as quantidades de graos consideradas dependem ndo apenas do nimero inteiro de partes
tomadas, 2, mas também do nimero inteiro de partes em que o todo foi dividido, 3 ou 4. Essa forma de
registro de quantidades, que depende de dois inteiros, expressa quantidades que ndo podem ser representadas
pelos elementos do conjunto dos niimeros inteiros.

Na prética, a necessidade de se registrar a quantidade de partes tomadas em relag@o ao total de partes de um
todo levou ao conceito de divisdo, que ndo € uma operagdo possivel entre todos os pares de nimeros inteiros.
Por exemplo, divisdo de 6 por 3, indica tomar 6 partes de um todo separado em 3 partes, que equivale a tomar
o todo 2 vezes. Por outro lado, a divisdo de 3 por 5, por exemplo, indica tomar 3 partes de um todo separado
em 5 partes e, nesse caso, ndo é possivel representar o resultado por um nimero inteiro e, portanto, esse
resultado fica indicada pelo par de inteiros (3,5), onde o primeiro, 3, indica a quantidade de partes tomadas
e o segundo, 5, indica a quantidade de partes iguais em que o todo foi dividido. Note ainda que tomar 1 meio
de um saco de graos, ou tomar 2 quartos do mesmo saco de graos, implica a mesma quantidade de graos, ou
seja, os pares (1,2) e (2,4) representam a mesma quantidade.

Como conhecemos hoje, cada nimero racional pode ser representado por dois inteiros, ou um par (a,b), onde
a representa o numero de partes tomadas, ou dividendo, e b representa o niimero de partes em que o todo foi
separado, ou divisor. Esse par representa a divisdo a + b, que pode ser indicada pelo racional g = a = b. Se
outro par (c,d) define a mesma divisdo, ¢ = ¢ +d = a+ b, entdo esse par € indicado pelo mesmo racional
g. Portanto, um mesmo nimero racional pode ser definido pela divisdo entre pares distintos. Como nao
podemos usar a notagéo a -+ b, com a,b € 7, usamos o fato conhecidode que a+~b=c+d < a-d=b-c



5.2

60 Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos NUmeros as Fungoes Reais de Variavel Real

e dizemos que (a,b) e (c,d) definem o mesmo nimero racional se a-d = c-b. Dessa forma, usaremos
apenas multiplica¢do entre nimeros inteiros para definir a classe de equivaléncia que dé origem aos nimeros
racionais.

Definicdo Formal de Nimero Racional

Cada niimero racional serd definido formalmente a partir de um par de nimeros inteiros (a,b) coma € Z e
b € Z*. Aqui, o conjunto Z* é dado por Z* = {r € Z;r # 0}. Mais precisamente, cada niimero racional serd
associado a um conjunto de pares de nimeros inteiros, ditos pares equivalentes, que representam o mesmo
nimero racional. Para estabelecer a equivaléncia entre tais pares de inteiros que representam o mesmo
racional, consideramos a relagdo R C Z x Z", dada por (a,b)R(c,d) < a-d = b - ¢ que, como mostrado na
Proposi¢do 5.1, é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 5.1 Temos que:

e (2,3)R(4,6),pois2-6 =3-4;
o (3,—2)R(—6,4), pois 3-4 = (—2)-(—6).

Proposicdo 5.1 Arelagio R C Z x 7", dada por (a,b)R(c,d) < a-d = b-c, é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstracdo: Mostremos que R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva:

i) V(a,b) € Z x ", temos (a,b)R(a,b), pois a-b = b-a. (Reflexiva)

ii) V(a,b),(c,d) € Z x 7", temos que, se (a,b)R(c,d), vale a-d =b-c, ou seja, b-c =a-d.
Entdo, por comutatividade, temos c-b =d -a e, portanto, (¢,d)R(a,b). (Simétrica)

iii) V(a,b),(c,d),(e,f) € Z x Z", temos que, se (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e,f),valea-d =b-c e
c-f=d-e. Entdo,temosquea-d-f=b-c-f e b-c-f=0>b-d-e. Por transitividade,
temosa-d-f=b-d-e,queimplicaa- f-d=b-e-d. Como d # 0, temos, pela Lei do Corte,
que a- f = b-e. Portanto, (a,b)R(e, f). (Transitiva)

Por i), ii) € iii), concluimos que a relagdo R € uma relagio de equivaléncia sobre Z x Z~.
Assim como na defini¢do dos nimeros inteiros, a relagdo R particiona o conjunto Z x Z* em subconjuntos
de pares que sdo equivalentes. Essa parti¢do estabelece que cada par de inteiros pertence a um, € apenas um,

subconjunto definido pela relacdo R. Cada subconjunto de pares equivalentes define uma classe, que pode
ser representada por um dos seus elementos.

Exemplo 5.2 Os pares (1,3),(4,6) € Z x Z" determinam as seguintes classes:

(1,3)={(c,d) € ZXZ" | 1-d=3-c} ={...,(~2,-6),(—1,-3
4,6)={(c,d) €ZXZ" |4-d=6-c} ={...,(~4,—6),(~2,-3

Temos entdo uma particio de Z x Z" em classes definidas por R. Essa parti¢io, chamada conjunto quociente,
é indicada por (Z x Z*)/R. O conjunto dos niimeros racionais serd esse quociente, ou seja, o conjunto das
classes de equivaléncia, de forma que cada nimero racional serd definido como sendo uma dessas classes.

Nota 5.1 Cada par ordenado (a,b) € Z x 7" serd também indicado pela notagio g, chamada fracéo de



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 61

inteiros, onde a é o numerador e b é o denominador. Da mesma forma, cada classe (a,b) C Z x Z* seré

também indicada pela notacao [%} . Nio se confunde a classe E} com a fragdo %. De fato, cada classe [g]

. . ~ . c .
¢é associada a um conjunto de fragdes equivalentes da forma 7 taisquea-d =b-c.

Exemplo 5.3 As fragdes — e —, por exemplo, sdo fragdes diferentes, por terem numeradores e denomina-

2 4
dores diferentes. Entretanto, as classes [3} e [6] sdo iguais, e podemos escrever:
2 —4 -2 2 4
o || =<...,— — ==, ...
3 b 767 73 b 3 9 67 9

4 —4 224
[ ] — | = R i S
6 "6 -3’36

a
Nota 5.2 Entre as fragdes que pertencem a uma classe [ﬂ , chamamos fragdo irredutivel aquela que tem o

menor denominador positivo. Pelo principio do menor inteiro, € Unica a fragdo irredutivel para cada classe.
Por exemplo:

8 -8 —4 4 8 4
e A classe [6} = {...,_6,_3,3,6,...},temafragﬁoirredutivel 3

9 9 - . . =3
e A classe [6] = {...,6,2,_2,_6,...},temafragaomedutlvel -

Definicdo 5.1 Definimos o conjunto dos Nimeros Racionais como Q = (Z x Z") /R, ou seja,

Q={(a,b) | (a,b) e Zx L}

Cada nimero racional (a,b) € Q ser indicado também pelo simbolo [g} .

A partir da defini¢do, consideramos cada nimero racional como um conjunto de fracdes equivalentes e, dessa
forma, qualquer elemento desse conjunto pode ser tomado como representante da classe. Além disso, pela

Proposi¢do 2.8, vale [g] = [2} Sa-d=b-c.

3
Exemplo 5.4 O ndmero racional [2] determina o conjunto de fragbes equivalentes dado por

3 -6 =336 . . . . .
1=V Portanto, ainda que as fracdes do conjunto sejam diferentes entre si, cada
uma delas determina o mesmo niimero racional, ou seja,

Como discutido na Introducdo, tomar 3 partes de um todo dividido em 5 partes iguais equivale a tomar 6
partes de um todo dividido em 10 partes iguais. Com a defini¢cdo de nimero racional, esse fato se escreve

5-15)



62 Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos NUmeros as Fungoes Reais de Variavel Real

A igualdade acima se verifica observando que 3-10=15-6.

5.3 Adicdo com Numeros Racionais

Cada niimero racional pode ser representado por um conjunto de pares equivalentes de inteiros. Dessa forma,
a definicdo de adicdo entre racionais deve considerar que a soma obtida seja a mesma, independentemente
do par escolhido para representar cada racional.

Definicdo 5.2 Dados p,q € Q, considere a,b,c,d € Z tais que p = [%} eqg= [2] A soma p+gq é

definida pela operagdo de Adi¢do sobre o conjunto dos racionais, dada pela funcgdo f: Q x Q — @, onde
a c a-d+b-c
fpg)=pr+q= [g] + [ﬂ = [b.d ] :

Exemplo 5.5 Usando a defini¢do, temos:

s ] [4] <0 s [2] 4] - 224 17

. Dados _45H—32] Q. temos [—5} + {3] _ [(—5).(—2)2;4-3] _ [22}

e Dados ﬂ : m €Q, temos m + H N [41“3}

|
e Dados ‘1’] , B] €Q. temos m + B] = [Ozﬁzlﬂ - [ﬂ

Proposicdo 5.2 Se [2] = [;} , entdo [g] + [2] = [ﬂ + {;] Ou seja, o resultado da adi¢do independe

dos representantes que se toma para cada racional.

Demonstracdo: Como [ﬂ = [e],entﬁo temos
f
c-f=d-e
b-b-c-f=b-b-d-e
b-c-b-f=b-d-b-e
a-d-b-f+b-c-b-f=a-d-b-f+b-d-b-e
(@a-d+b-c)-(b-f)=(b-d)-(a-f+D-e)

a-d+b-c| |a-f+b-e
v

5+ [@=1+ 7]

4 8 3 4 3 8
Exemplo 5.6 Temos que [3] = [6] , pois 4-6 = 3-8. Entdo, [2] + [3} = [2] + [6] De fato, temos
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3 4 3.3+2-4 17
[ ] — + — == B —— = _—
2 3 2-3 6
3 8 3.6+2-8 34
[ ] —_ —|— —_ g —_—mm = _—
2 6 2-6 12

17 34 3 4 3 8
Como 17-12 = 6-34, temos [6] = []] Portanto, [2} + [3] = [2] + {6]

A adi¢do no conjunto dos nimeros racionais satisfaz as propriedades comutativa, associativa e lei do corte.
Além disso, admite um elemento neutro e, para cada racional, existe um elemento simétrico, como mostrado
na Proposi¢do 5.3.

Proposi¢cdo 5.3 Para todo p,q,r € Q, verificam-se as seguintes propriedades:

S1) p+¢g = q+ p; (Comutatividade)
S2) (p+q)+r=p+(q+r); (Associatividade)

0
S3) Existe e = 1 € Q, tal que p + e = p; (Elemento neutro da adi¢do)

S4) Existe p’ € Q, tal que p+ p’ = e; (Simétrico Aditivo)
S5) Se p+q = p+r,entdo g =r. (Lei do Corte)

Demonstracdo: Tomemos a,b,c,d,e, f € Z tais que p = {g} ,q = [2} er= [] Dessa

forma, temos:

S1) Como a adic¢éo e multiplicagdo sdo comutativas em Z, temos
_[a c

rra= 5]+ (3]

a-d+b-c
5]
_[c-b+d-a
B d-b ]

[+ [g o

S2) Usando a associatividade e distributividade da multiplicagdo em Z, temos
rearse= (1 +60) <[
r=1{1- = -
p+q b 4 7

e
:(a~d+b~c)~f+(b-d)-e]

I (b-d)-f
_ -aod-f+b-c-f+b-d~e]
)

| bed-f
_ fa-(d-f)+b-(c-f+d-e }

i b-(d-f)
-]+ [=77]

- (g ([5)+ 5] =roe




64 Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgao dos NUmeros as Fungoes Reais de Variavel Real

S3) Como (0,1) € Z x Z*, existe a classe (0,1) ={...,(0,-2),(0,—1),(0,1),(0,2),...} € Q

0 0
que indicamos por [J € Q. Entdo, tomando e = 1l temos

re=[9+ O _ja145:0 ~[4] =
Pre=1p) ™1 = b1 | T lTP
* 0 0 . a -
S4) Note que, paratodo x € Z", vale |—| = 1 ,pois 0-1 =x-0. Dado p = [ﬂ,tome entdo

X

-5
P= e temos que

+/_[q+;a_m_i_9_e
PP =1l "% )~ b-b “lbp) 1) T
S5) Basta verificar a reciproca da Proposicdo 5.2.

Nota 5.3 Assim, como no caso dos ndmeros inteiros, o simétrico aditivo p’ serd indicado por —p. Entdo,

o racional p = [g} tem simétrico —p = — [g} = [—ba] e escrevemos p + (—p) = e para todo p € Q. O

simétrico aditivo —p é chamado oposto de p.

ProposicGo 5.4 Paratodoa € Zeb € Z*, vale:

0 [22]-12)

Demonstracdo: De fato, pela Proposigdo 4.5, temos

Como no caso dos ndmeros inteiros, a operacio de subtracdo entre racionais € definida em termos de adi¢cdo.
De fato, toda subtragdo p — g nos racionais serd dada pela adi¢do p + (—q).

Exemplo 5.7 Dados B] , [i] € Q, temos

-G Bl CED - B ] 53 -]
5.4 Multiplicacdo com Nimeros Racionais

Nesta sec¢do, definimos a multiplicacdo entre niimeros racionais. Assim como no caso da adi¢do, a multi-
plicacdo deve permitir que, independentemente do par que representa a classe, o produto resultante seja o
mesmo.

Definicdo 5.3 Dados p,q € Q, considere a,b,c,d € Z tais que p = E] eq= [ﬂ O produto p-gq
€ definido pela operacdao de Multiplicacdo sobre o conjunto dos nimeros racionais, dada pela fungao

F:QxQ— Q, onde



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 65

a C a-c

fpa)=p-q= [ﬂ : b} = [ﬁ].

Exemplo 5.8 Usando a defini¢do, temos:

3 ] o 3 ]2 1]
o 2 3] e [2] 5] 28 (2]
o] g e 5] - [53] - [ -]

3 3 v 3 3 - 3]-[2)- 2)

A proposi¢ao 5.5 estabelece que a operagdo de multiplicagdo no conjunto dos nimeros racionais satisfaz
as propriedades comutativa, associativa, lei do corte e distributividade. Além disso, admite um elemento
neutro e, para cada racional diferente do neutro aditivo, admite um elemento simétrico.

Proposicdo 5.5 Para todo p,q,r € Q, verificam-se as seguintes propriedades:

M1) p-q=q- p; (Comutatividade)
M2) (p-q)-r=p-(q-r); (Associatividade)
M3) Existe i € Q, tal que p-i = p (Elemento neutro da multiplicacdo);

0
M4) Se p # L] , existe p’ € Q, tal que p - p’ = i (Elemento simétrico);
M5) (p+¢q)-r= p-r+q-r (Distributividade).
0
M6) Se p # [J,entﬁo,p-qu-riqzr.
c

Demonstracdo: Para demonstracdo, tomamos a,b,c,d, e, f € 7 tais que p = [Z} ,q = b] e

e .
r= [f] Assim, temos:

M1) Basta usar a comutatividade nos inteiros;
M2) Basta usar a associatividade nos inteiros;
M3) Como (1,1) € Z x Z", existe aclasse (1,1) = {...,(=2,-2),(=1,-1),(1,1),(2,2),...} €

1 1
Q que indicamos por 1 € Q. Entdo, tomando i = 11 temos que

1 .
Portanto, i = 1 elemento neutro da multiplicagdo em Q.

é
a 0 ) b

M4) Como p = [5] #* 11 temos que a- 1 # b-0, ou seja, a # 0 e, portanto, | —| € Q. Nesse
a
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. . b
caso, p tem simétrico, dado por p’ = [] . De fato,
a

= [l?] a - b.a - a.b - 1 =i
PP = - . - . - 1 =1
MS) Basta usar a distributividade nos inteiros.

0
M6) Se p # [1] , existe p’ € Q tal que p- p’ = i. Entdo, temos

Enquanto o simétrico da adicdo é chamado oposto, o simétrico da multiplicacido é chamado inverso. Assim
como no caso dos inteiros, valem as seguintes regras de sinais para o conjunto dos racionais:

i) —(=p)=p;
i) (=p)-g=—(p-q);
iii) (—p)-(—q9)=p-q

iv) p‘(—;z)Z— P-q);

5.5 Relacoes de Ordem nos Racionais

Uma relacdo de precedéncia entre os elementos do conjunto dos niimeros racionais serd definida nesta secao.
Como no casos dos nimeros naturais € inteiros, essa precedéncia estabelecerd uma relacao de ordem total
entre os elementos do conjunto dos racionais.

Definicdo 5.4 Dados p,q € Q, tome a,b,c,d € Z tais que p = [g} eq= [2] Dizemos que p < g se, €
somente se, a-d < b-c. Essa relagio é chamada relacio de precedéncia sobre Q.

Pela defini¢ao acima, ao verificar se a-d < b - ¢, usamos o fato de que a-d e b - ¢ sdo nimeros inteiros e,
portanto, sdo compardveis pela relacdo de precedéncia j4 estabelecida para o conjunto dos inteiros.

Exemplo 5.9 Usando a defini¢éo, temos:

(5 7 7 5
D S “l<2 s 7-3<5-5:;
e Dados _3],[5]€Q,temos {5]_ {3], pois 7-3<5-5;
[—3 2 -3 2
Z < |z is (—3).7<5.2:
.Dados_s},[Je@,temos[s}_b}, pois (=3)-7<5-2;
47 [-8 4] [-8
-° g R i (—4).7<3.(—8).
oDados_3},[7]6Q,temos[3}_[7], pois (—4)-7<3-(-8)

A relacdo de precedéncia definida para os niimeros racionais € uma relacao de ordem, ou seja, € reflexiva,
antissimétrica e transitiva, como mostramos na proposicdo 5.6.

Proposicdo 5.6 A relagio de precedéncia sobre (Q é uma relagdo de ordem.
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Demonstracdo: Dados p,q,r € Q, considere a,b,c,d, e, f € 7, com b,d e f positivos, tais que

p= E} ,q= [ﬂ er= {;].Temos que:

i) Usando a comutatividade da multiplica¢do e a ordem de precedéncia nos inteiros temos que,
a a . .
para todo a,b € Z, vale a-b < b-a. Entio, {f] < [E] ,ouseja, p < p. (Reflexiva)
a c c a
ii) Supondo p < ge g < p, temos b} < b] € b} < [5} donde, por definicdo,a-d < b-ce
também c-b < d-a. Usando a antissimetria na precedéncia entre nimeros inteiros, temos

que a-d = b - c e, portanto, [%} = [ﬂ , ou seja, p = q. (Antissimétrica)

iii) Suponha que p < g e g < r. Entdo temos [g] < [2} e [2} < [; donde, por defini¢do,
a-d<b-c e c-f<d-e. Disso,temosa-d-f<b-c-f e b-c-f<b-d-e. Por
transitividade, vale a-d - f < b-d -e. Como d # 0 temos, pela lei do corte nos inteiros, que
a-f <b-e. Portanto, p < r. (Transitiva)

Dados p,q € Q, com p = P} eq= [2],sep§q,temosa-d§b-c, dondea-d=b-c ou a-d<b-c.

b

Sefora-d=b-c,temos p=gq. Se fora-d < b-c, escrevemos p < g e dizemos que p € estritamente menor
que q. Portanto, p < ¢ significa p =g ou p < gq.

Mostraremos agora que a relacio de precedéncia nos nimeros racionais é uma relacdo de ordem total, ou
seja, todos os elementos de (Q sdo comparéveis.

Proposicdo 5.7 A rela¢do de ordem < em QQ satisfaz as seguintes propriedades:

a) Se p <gq,entdo p+r < g+r,paratodo p,q,r € Q (Monotonicidade da Adigao);
b) Todos os elementos de Q sdo comparéveis, ou seja, dados p,q € Q, vale p < gou g < p;

¢) Dados p,q € Q, ocorrerd sempre uma das possibilidades: p = ¢, p < g ou g < p (Tricotomia).

Demonstracdo: Considere a,b,c,d € Z tais que p = E} eq= [2} . Entdo temos:

a) Supondo r = [;] ,com f > 0, temos que

p<qg=a-d<b-c
=afd f<b-fc-f
~a-fd-fib-ed f<b-fcfib-f-de
=(a f+b-e)-d-f<b-f-(c-f+d-e)
{a f+b- e] [c f+d- e]

ok H <Ll H

= pt+r<qg-+r

b) Como a-d e b-c sdo niimeros inteiros, vale a-d < b-cou b-c < a-d. Por defini¢do, isso
oo [£] <[] [

¢) Como a-d e b-c sdo numeros inteiros, valea-d =b-coua-d < b-coub-c < a-d. Portanto,
temos E} = [2] ou [%} < [ﬂ ou [ﬂ < E} Entéo, vale p=gou p <qgougqg<p.

} < [g],dondevalepgqoqup.
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O Conjunto dos Numeros Racionais € Enumerdvel

Mostramos agora que o conjunto dos niimeros racionais é enumeravel. Como apresentamos no Capitulo 3,
Q serd enumeravel se existir uma fungéo injetiva de Q em N. Mostraremos entdo a existéncia dessa fungao
injetiva. Inicialmente, construimos uma enumeragéo dos elementos de N x N exibindo uma funcgéo injetiva
F :Nx N — N. A tabela abaixo ilustra essa enumeracéo.

(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4)
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3)
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2)
(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1)

A enumeragio indicada na tabela fornece a seguinte ordenagio dos elementos de N x N:

(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),(3,2),(2,3),(1,4),(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5),...

Essa enumerac@o, para os elementos do conjunto N x N, é dada pela fungdo F : N x N — N, tal que
F(m,n) =k,ondek e Nétalque2-k=p-(p+1)+2-ne,porsuavez, pe Nétal que p+2=m+n.

Nota 5.4 Essa descrigdo indireta para funcdo F visa evitar subtragdes e divisdo que ndo sdo definidas para
os naturais. Numa linguagem mais direta, terfamos

(m4+n—2)-(m+n— 1)+2n.

F(m,n) = >

Observe que F reproduz a enumeragdo indicada acima, ou seja, f(1,1) =1, f(2,4) = 14, etc. Além disso,
usando indug¢fo, podemos mostrar que F é injetiva. Consideramos agora a fungdo injetiva G : Z x ZZ — N x N,
dada por

G(p,q) = (¢(p),8(q)),

onde g : Z — N, dada pela Equagéo 4.1, € a bijecdo definida para estabelecer a enumerabilidade dos ndmeros
inteiros no Capitulo 4. Considere, por fim, a fungdo injetiva H : Q — 7Z x Z dada por
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H(q) = (a,b), paraalgum (a,b) € Z X Z tal que q= E} .

Note que H ndo é sobrejetiva, pois, para cada ¢ € Q, existem infinitos pares (a,b) € Z x Z tais que

a . . PR .
q= {ﬂ e apenas um desses pares € escolhido como imagem de g. Por outro lado, H € injetiva, pois se

H(q) =H(p) = (a,b), entdo g = [%} = p, donde g = p. Finalmente, por composi¢do, obtemos a seguinte
cadeia de fungdes injetivas:

Q—7%ZxZ—NxN-—N
H G F

Tomando entdo f: Q — N, com f(q) = (F o GoH)(gq), temos que f é uma fungéo injetiva de Q em N e,
portanto, conclui-se que (Q é enumerével. Isso equivale a dizer que o conjunto N dos nimeros naturais sdo
suficientes para enumerar todos 0s nimeros racionais.

Exemplo 5.10 Tomando H(g) = (a,b), onde a e b sdo numerador e denominador da fracdo irredutivel de
g, temos:

(5] R 5 REC (5 R
(3] R ) R [ )RR

Nota 5.5 E notével que essa funcéo f : Q — N seja injetiva, ou seja, cada nimero natural ¢ imagem de um
Unico ndmero racional. Além disso, f ndo é sobrejetiva, ou seja, todo niimero racional tem imagem exclusiva
em N, mas nem todo elemento de N chega a ser usado como imagem de algum racional.

A defini¢do do conjunto (Q torna cada ndmero racional um conjunto de pares de niimeros inteiros e, portanto,
sdo objetos de natureza distinta dos préprios nimeros inteiros, de forma que a inclusdo Z C QQ néo é

. < . . . L . . P B
possivel. Entretanto, é possivel associar cada nimero inteiro p € Z ao nimero racional [— . Essa associacdo

. ~ ., . . . . . D
determina uma rela¢@o biunivoca entre o conjunto Z e o conjunto dos nimeros racionais da forma [T .

. 5 . , . . P .
Indicando por Z o conjunto dos niimeros racionais da forma [T , Observamos que esse conjunto preserva as

propriedades aritméticas e a ordem de Z. Dizemos entdo que Z C (Q € uma copia algébrica de Z em Q. Essa
associagdo nos permite usar, indistintamente, Z e Z, e escrever Z C (Q, considerando 7Z a cOpia algébrica
dos niimeros inteiros dentro do conjunto dos racionais.

Por simplicidade de notag¢do, o ndmero racional [g] € usualmente indicado pela fracio %. Ao dizer que

a

c . ~ . . . . . . .
5 = 7> hao estamos dizendo que as fracdes sejam iguais, mas que os nimeros racionais determinados por

elas € o mesmo. Também, por simplicidade de notacio, a fracao % ¢ indicada apenas pelo inteiro p.
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Representacdo Decimal para Numeros Racionais
A partir desta Secdo, o niimero racional {g} serd indicado também, por simplicidade, pela fracdo g, com
b > 0. Nesse caso, % indica toda uma classe de fragdes equivalentes.

Pelo Algoritmo da Divisdo Euclidiana, que pode ser visto na Se¢do 4.6, dados a,b € Z, com b > 0, existem
inteiros me r taisque a =m-b-+r, com 0 < r < b. O inteiro m é chamado quociente e r é chamado resto.

~_a .
Nesse caso, a fragdo b pode ser escrita como

. . . ro, ~ L
O ndmero m € dito parte inteira. Se 0 < r < b, diremos que b € uma fragdo propria.

Exemplo 5.11 Alguns exemplos:

5 1 8 0

Z =21 _: Z 4 -
a) > +2, b)2 +2,

3 3 —7 2
C) Z—O-I-Z, d)?——?i"‘rg.

A partir dessa decomposi¢do, um nimero racional pode ser escrito como soma de um inteiro m com fracoes

decimais, cujos denominares sdo poténcias de 10. Por exemplo, podemos escrever 3 como

19 3 30 1 6 1 3 60 1

- 10 8/ 100 10 100 8 1000

37 0) I 307 5 0 1
:2+++<5+>~:2++++<>-

10 100 8/ 1000 10 100 1000 8/ 1000
. 3.7 .5
- 10 102 103

. . 0 .
Veja que o surgimento do elemento neutro g CTICEITa O processo. Em algumas situagdes, entretanto, essa

. L . . 18 . -
decomposi¢do seguird indefinidamente. Por exemplo, a fracdo 11 tem a seguinte decomposicao
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Bl Pl (e ) L S (20 L
11 11 11 10 11) 10 10 11/ 100

14 (3 L) 1+3+i+ o). L
10 11/ 100 10 100 "\ 11/ 1000

SR W S S R S Y 0 B
10~ 100 1 1000 10 100 1000 11 10000

S R A B g oy 2 0 3 (T ]
10 100 ~ 1000 11 10000 10 100 1000 = 10000 11 100000

o 10 102 103 " 104 11) 105

19 0 . 18
Enquanto no caso de 3 chegamos ao elemento neutro —, que interrompe 0 processo, no caso de 1 °
elemento neutro ndo surge e, portanto, o processo segue indefinidamente, com somas de fragdes decimais

com os algarismos 6 e 3 no numerador, alternadamente. Nesse caso, escrevemos

8_,, 6 3 6 3
103 " 104

T e T

e usamos reticéncias (...) para indicar que o processo segue indefinidamente. Na verdade, mesmo no caso

da fracdo 3 o processo poderia seguir indefinidamente de duas formas diferentes:

p19_,,3,7 .5 0 0 0 0
- 103 104 10> 109 107

3 10 1702 +...;

i) o =24 bl b s
103 104 105 106

TRETS +...

Definicdo 5.5 Considere o nimero racional ¢ com a seguinte decomposi¢do em somas de fragdes decimais

a a
ac B AP

a=m+ 35+ 10 103 107

10 102

onde m,a; € 7, com 0 < a; <9. Chamamos representagdo decimal de g a nota¢do

qg=m,a1a2a;...a,

Nota 5.6 Quando ¢ =m,ajaza3...a,... coma; =0, para i > n, escrevemos apenas g = m,ddxds . . . dy,
sem usar reticéncias.

Exemplo 5.12 Alguns exemplos de representag¢do decimal:
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19 3 7 5

o ¢ =2+35t 1 i =237
. %:2+%+%+%+%+%+%+---:2,374999...
. ﬁ:1+%+1%2+1%3+1%4+m:1,6363...

4 s 7 1 4 2 8
S oy b2 0571428,
* 7= T e T T T1es T T )

Definicdo 5.6 Na representagdo decimal, a sequéncia de algarismos ajazas...ay, ... é chamada dizima.
Se a dizima apresenta um bloco de algarismos que se repete indefinidamente, ela é chamada dizima periodica
e o tamanho do bloco € chamado periodo.

Para evitar repeticdes do bloco de algarismos da dizima peridédica, usamos uma barra horizontal para
identificar o bloco, como nos exemplos abaixo.

Exemplo 5.13 Exemplos de dizimas periédicas:

. %:1,636363---:1,6363@

=N A

=0,571428571428 --- = 0,571428571428

. % =2,375 =2,37499

Um fato notdvel sobre os niimeros racionais, conforme discutido em [11] e [12], € que sua representacio
decimal sempre resulta em dizimas periddicas. Esse fato ¢ mostrado na Proposicdo 5.8.

L . . a - .
Proposicdo 5.8 Para todo nimero racional ¢ = 5 Sua representacdo decimal ¢ = m,a1aza3...ay,. ..

resulta em uma dizima periédica e o tamanho do bloco periddico € menor ou igual que b — 1.

Demonstracdo: Na decomposi¢do de ¢ como soma de fragdes decimais, obtemos
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a n r n 10-r 1
—=m — = m T
b b b 10
n ap n 10- 1 1
= m R R —
10 b 102

22 (10
N 10 102 b 103

+a1+a2+ +a,-+ 10-7; 1
=m+-——+-—=+-+-— —
10 102 10¢ b 10+1

Note que os nimeros inteiros a; € r; sdo obtidos como quociente e resto na Divisdo Euclidiana de
10-r;—1 por b. Como 0 < r; < b, temos apenas b — 1 valores positivos para r; e, portanto, apenas
b — 1 possibilidades para a;. Além disso, cada r; é determinado a partir de r;_; e, portanto, a; é
determinado a partir de @;—1. Entdo, os algarismos a; aparecem sempre na mesma ordem e sao
em ndmero maximo de b — 1. Disso, concluimos que a representa¢ido decimal de ¢ é uma dizima
periddica com periodo maximo b — 1.

.~ P c s qe . - . a
Proposicdo 5.9 Para toda dizima periédica m,ajazas...a,..., existe um nimero racional b tal que
a
b =m,a1aa3...a,....

Demonstracdo: Exercicio.

A proposi¢do 5.8 traz um resultado importante e levanta um outro questionamento, tdo ou mais importante, e
que ndo pode ser respondido nesta se¢io:

"Se todo niimero racional é representado por uma dizima periddica, e as dizimas nio periédicas? Que tipo de
nimeros representam?"

No préximo Capitulo, o conjunto dos niimeros racionais € estendido para um conjunto que comporta nimeros
associados as dizimas ndo periddicas. Esses nimeros, chamados irracionais, formardo junto com os racionais
o conjunto dos nimeros reais.

Representacdo Bindria para Numeros Racionais

Assim como na representacdo decimal, que usa os 10 algarismos de 0 a 9, outras representacdes sdo possiveis
usando outro conjunto de algarismos [13]. A representacdo bindria, por exemplo, usa os algarismos 0 e 1
apenas para representar um nimero.

Usando sucessivas divisdes por 2, um nimero racional pode ser escrito como soma de um inteiro com fracdes

bindrias, cujos denominares sdo poténcias de 2. Por exemplo, podemos escrever 7 como
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5 10 1 3\ 1 1 6 1
T 04— =0+ (1+2). 2 =0+- Z). =
79773 +<+7> 2 +2+(7> 22

—0+1+ 0+6 1—0+1+0+12 1—0+1+0+1+5 !
- 22 72 2 7)) 23 7 2 22 7

_0+1+0+1+5 1_0+1+0+1+5 1—0+1+0+1+10 1
2 22 3 \7) 23 T2 22 023 \7) 22 "2 3

—0+1+0+1+1+3 1—0+1+0+1+1+6 !
2 23 7) 24 7 2 22 23 24 \7

—o+1+0+1+1+0+1+1+0+
- 2 22 23 24 725 26 27 28

Definicdo 5.7 Considere o nimero racional ¢, 0 < g < 1, com a seguinte decomposi¢do em somas de

fragdes bindrias

a, ax aj a,
=04 o
q=0+7 +5+o5+ o+

onde a; € Z, com 0 < a; < 1. Chamamos representacdo bindria de g a notagéo

q=0,a1apa3...a,...

Exemplo 5.14 Alguns exemplos de representagio bindria:

5 1 0 1 1 0 1 1 0
T 04—t — 4 — 4 — 4 — 44+ 4 4...=0.1011011011...
a)7 +2+22+23+24+25+26+27+28+ ,
7 1 1 1
b) - =04+-4+——+—=0.111
)8 +2+22+23 ’
0)1—0—1—7—01
2 2
1 o 1 1 1 1
d) -=0+-+—+—4+—+—+---=0,01111...
)2 Tyt tatatat ’

Os exemplos (¢) e (d) ilustram o fato de que, como no caso da representa¢do decimal, um racional que admite
representacdo bindria finita admite também um representacio bindria infinita.

Essa representacao sera titil na secdo 6.7, onde empregamos a representacdo bindria para mostrar que o
conjunto dos nimeros reais é ndo enumerdvel. Nesse caso, usaremos sempre a representacdo bindria infinita
e o racional 1, por exemplo, € representado por 0,11111....



6.1

Infroducdao

A existéncia do conjunto dos nimeros reais, assim como a dos demais conjuntos numéricos, surge como
extensdo para preencher lacunas deixadas pelos conjuntos numéricos até entdo definidos. Enquanto as
lacunas que deram origem aos inteiros e racionais sdo mais intuitivas e de natureza prética, as lacunas que
levam ao surgimento dos reais t€m origem em questionamentos mais sofisticados. A forma mais simples
desse questionamento diz respeito a medida da diagonal de um quadrado de lado 1 que, como mostraremos,
nao pode ser expressa como nimero racional na forma de quociente de dois inteiros. Outro questionamento
diz respeito a representacdo decimal dos racionais, sempre associados as dizimas periddicas, dando espago ao
questionamento sobre a natureza dos nimeros associados as dizimas nao periddicas. Esses questionamentos
revelam uma lacuna no conjunto dos racionais, justificando sua extensdo para abrigar esses nimeros de
existéncia inquestiondvel, mas cuja natureza extrapola o conjunto dos racionais.

A construgdo do conjunto do nimeros reais pode usar diversas estratégias. A partir da definicdo de corpo
ordenado completo, mostra-se que o conjunto dos racionais € um corpo ordenado que ndo é completo,
levando o conjunto dos reais a ser definido como um corpo ordenado completo [1]. Outra forma de construir
os reais é definindo uma relag@o de equivaléncia entre as sequéncias de nimeros racionais, levando os reais
a serem definidos como classes de equivaléncia dessa relacdo [2]. Os cortes de Dedekind definem outra
estratégia para construg@o dos reais, usando subconjuntos dos racionais obtidos como sec¢@o destes em dois
subconjuntos cujas cotas superiores do primeiro estdo no segundo. Quando o supremo do primeiro conjunto
ndo estd no segundo, o corte € dito ndo racional, levando os reais a serem definidos como o conjunto de todos
cortes, racionais e nao racionais [10].

Independentemente da estratégia usada para construir os reais, obtém-se, pela primeira vez, um conjunto de
nimeros que podem ser associados a medida de qualquer segmento da reta, como a diagonal do quadrado de
lado 1 que, como mostramos na secdo seguinte, ndo € um nimero racional.
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6.3
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Raiz de 2 ndo é Racional

A existéncia de um ndmero cujo quadrado ¢ igual a 2 surge naturalmente em situagdes praticas, como ao se
calcular a diagonal de um quadrado de lado 1. Usando o Teorema de Pitdgoras e indicando a diagonal por
d, temos a relacao d* = 12+ 12 ou d*® = 2. Esse nimero d, chamado raiz de 2, é representado por d = V2.

A suposicio de que /2 seja racional leva a suposi¢do de que exista uma fragio irredutivel % =+/2, com

. ~ . . a .
a,b € Z e b # 0 que, por sua vez, leva a um absurdo. De fato, se existe fragdo irredutivel T /2, terfamos
2
a

i 2, donde a? = 2b?. Disso temos que a> é par e, portanto, a é par. Como a é par, existe g € 7Z tal que
a = 2q. Entdo, de a®> = 2b?, terfamos (2¢)? = 2b* que leva a 4> = 2b?, ou seja, 2¢> = b*. Disso temos que

a . . £ . s ~
b também € par. Sendo a e b pares, a fracdo A ndo ¢ irredutivel. Isso é absurdo, pois, por hipétese, a fragao

seria irredutivel. Entdo a hipétese de que v/2 seja racional leva a um absurdo e, portanto, esse niimero nio
pode ser racional.

Assim como /2, é facil mostrar que existem infinitos nimero que ndo sdo racionais. Por exemplo, para
qualquer n € N a raiz de 21? ndo é racional. Na préxima se¢do, usamos a estratégia conhecida por Cortes de
Dedekind para construir o conjunto R dos reais, que comporta todos os niimeros associados a medidas de
segmentos, sejam eles racionais ou irracionais.

Cortes de Dedekind

Na constru¢@o dos nimeros reais proposta por Richard Dedekind, cada elemento de R é associado a um
subconjunto de (Q denominado corte. O conjunto L = {x € Q;x < 2}, por exemplo, estd associado ao real 2.
A ideia de cortes explora o fato de que subconjuntos de (Q limitados superiormente nem sempre tem supremo
racional. Entdo, aqueles cortes com supremo racional sdo associados ao conjunto dos nimeros racionais,
e os cortes que nao tem supremo racional s@o associados a um novo conjunto, denominado irracionais.
Finalmente, o conjunto dos reais € definido como unido dos racionais e irracionais. Uma versao em portugués
do trabalho original de Dedekind sobre os cortes é encontrada na referéncia [14].

Definicdo 6.1 Seja uma parti¢do dos racionais Q = oo U r°. Dizemos que o € um corte se atende as
seguintes condicdes:

i) Dadosx € aeye€ af, tem-se x < y;
11) Nao existe elemento maximo em .

O segundo item da defini¢do ndo descarta a possibilidade de que exista supremo de o em Q. A proposic¢do
seguinte garante que, se existe Sup(a), entdo Sup(a) € oc.

Proposicdo 6.1 Seja o um corte, obtido pela particdo Q = oc U a°. Entdo, r € Q é cota superior de o se,
e somente se, r € a€.

Demonstracdo:

= Suponha que r € (Q seja cota superior de . Se r ¢ af, terfamos r € @ pela parti¢do, donde
r seria maximo em o. Absurdo, pois, por (if), ndo existe elemento maximo em o. Entdo
rea‘.

< Suponha que r € &€ ndo € cota superior de ¢. Entao, existe s € a tal que s > r. Absurdo,
pois, por (i), se s € o e r € a“, tem-se s < r. Entdo r é cota superior de .
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Uma consequéncia imediata da proposi¢do acima é que, se o é um corte e existe Sup(a) € QQ, entdo
Sup(a) € a.

Definicdo 6.2 Quando o corte @ € tal que existe Sup(a) € Q, dizemos que @ é um corte racional, caso
contrario, dizemos que € um corte irracional.

Proposi¢cdo 6.2 Para todo r € Q, o conjunto ¢ = {x € Q;x < r} € um corte racional.

Demonstracdo: Temos que ¢ é um corte, pois:

i) Sexcoeyec o, temosx <rey>r, dondex <y;

.. xX+r . X+r
ii) Dado x € o qualquer, temos x < —— < r. Entdo

x+r L
c€oe - > x, donde x ndo € cota
superior e ndo pode ser elemento maximo de ©.

Além disso, como para todo x < r, x ndo € cota superior de ¢, r € a menor das cotas superiores e,
portanto, Sup(c) = r € Q, donde concluimos que o € corte racional.

Assim como todo racional r estd associado a um dnico corte racional o = {x € Q;x < r}, todo corte racional
B pode ser associado a um tnico racional s = Sup(f) de forma que f = {x € Q;x < s}. A partir dessa

associacdo, indicaremos cada corte racional @ = {x € Q;x < r} por 7. A proposi¢do seguinte assegura que
existem cortes que ndo sdo racionais.

Proposicdo 6.3 O conjunto 6 = {x € Q;x? < 2 ou x < 0} é um corte irracional.

Demonstracdo: Temos que 6 é um corte, pois

i) Sexc oeye o, temos x* < 2ey? > 2, donde x*> < y?. Como y > 0, temos x < y;

2 T ional r < 1 tal que 0 < r < —
. Tome um racional r al que r .

2t 1 a 2t 1

Usando as desigualdades anteriores temos que 7> < r e r(2x+ 1) < (2 —x?). Mostremos
que x +r € 6. Temos (x +7)? = x> 4+ 2xr + 2. Como r* < r, temos (x+r)? < x> +2xr+r,
donde (x+7r)? < x?+r(2x+1). Como r(2x+1) < (2—x?), temos (x+r)? < x> +2 —x°.
Portanto, (x+r)? < 2, donde x +r € ©. Entdo x nfio € cota superior e nio pode ser elemento
maéximo de o.

ii) Dado x € o, x > 0, temos que 0 <

Mostremos agora que o conjunto das cotas superiores de ¢ nio tem elemento minimo e, portanto,

ndo existe Sup(c) em Q. Se x € Q é cota superior de &, x> > 2. Como nio existe racional x tal que
2

. ) X
x2 =2, temos xZ > 2, ou seja, x% —2 > 0. Tome um racional r tal que 0 <r < T de forma que
X

2rx < x2—2, 0u seja, x2 —2rx > 2. Como (x— r)2 = x% —2xr+7r% > x* —2rx > 2, concluimos que
x — r também € cota superior de ¢, donde x ndo € a menor das cotas superiores. Como nao existe a
menor das cotas superiores de &, ndo existe Sup(o) em Q e, portanto, 6 é um corte irracional.

Definicdo 6.3 Ao conjunto de todos os cortes, racionais e irracionais, denominamos conjunto dos niimeros
reais, indicado por R. Cada corte racional 7 = {x ceQx< r} € R sera identificado com o numero racional
r e cada corte irracional o € R serd chamado nimero irracional .

Nas secdes seguintes, definimos uma relagdo de ordem nos reais e as operacdes de soma e produto nos reais.
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Relacdo de Ordem

Nesta secao, usamos o fato de que os ndmeros reais foram definidos como cortes, que sdo conjuntos de
nimeros racionais, para definir uma relacio de ordem nos reais usando as propriedades da relacio de incluséo
sobre conjuntos.

Definicdo 6.4 Definimos como relagéo de precedéncia sobre R a relagdo indicada por < e dada por o < 8
se, e somente se, & C 3, para todo a, 3 € R. Nesse caso, dizemos que o é menor ou igual a 3.

Usando a defini¢do acima, dados 2,3 € R, podemos escrever ) < 3, pois temos que {x € Q;x <2} C {x €
Q;x<3}. Dados & = {x€ Q;x*> <3oux<0}eB ={xecQ;x’<5},temos B < a, pois B C o (verifique).

Proposicdo 6.4 A relagdo < sobre R, é uma relagdo de ordem.
Demonstracdo: Mostremos que a relagio < sobre R é reflexiva, antissimétrica e transitiva:

1) (Reflexividade) Dado & € R, temos & C ¢, donde & < «;
ii) (antissimetria) Dados @, € R,sea <Bef < o, temos @ C B e B C a, donde @ = 3;
iii) (Transitividade) Dados o, 3,y€R,sex <P e <7y,entdioa C B e B C v, donde ox C ye,
portanto, o < .

Dados o, € R, se @ < 8 com o # 3, escreveremos o < 3. Assim, a partir da defini¢cdo, pode-se mostrar
que, dados o, B € R, é vélida uma, e somente uma das possibilidades: o < f ou 8 < o ou o = f3.

Definicdo 6.5 Considere o corte 0 = {x € Q;x < 0}. Dado um real & € R, definimos:

i) o é positivo, se ot > 0;

i) a é negativo, se o < 0;
iii) «a é nao negativo, se o > 0:
iv) o € nao positivo, se o0 < 0.

O resultado seguinte estabelece que, dado um corte ¢, existem elementos a € & e b € a¢ tdo préximos
quanto se queira. Esse resultado serd importante para mostrar que todo corte & tem elemento simétrico (—o)
para operacao de adicao.

Proposicdo 6.5 Seja o corte o € R. Entdo, para todo r € QQ, r > 0, existem a € o e b € a° tais que
b—a=r.

Demonstracdo: Considere x € a e r € QQ, com r > 0. Note que a sequéncia
X, x+nrx+2r....,x+jr,...

ndo é limitada superiormente. Como « é limitado superiormente, existe jo € Z, jo > 1, de modo que
x+ jor ¢ o. Isso implica que x + jor € a¢. Definaoconjunto L={me Z |m>1ex+mre a}.
Observe que L é um subconjunto néo vazio de Z, pois jy € L. Além disso, L é limitado inferiormente.
Pelo Principio do Menor Inteiro, existe n € L de modo que n € o menor elemento de L. Como n € L,
vemos que n € Z,n > 1 e x+nr € a“. A seguir, vamos mostrar que x+ (n — 1)r € a. Com efeito,
sen =1, entdo x+ (n—1)r =x € a. Agora, suponhamos que n > 1 e que x+ (n— 1)r € a“. Mas
isso implica que n — 1 € L, o que contradiz a minimalidade de n. Assim, x+ (n— 1)r € a. Portanto,
existe n € Z, n > 1, de modo que x+ (n—1)re a ex+nr € a. Tomandoa=x+ (n—1)re
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b=x+nr,temosqueb—a=r.

Nota 6.1 O resultado anterior continua valido se exigirmos que b # Sup(a). De fato, se x+nr = Sup(a) €

r
o, entdo, do conceito de supremo e da Defini¢do 6.1, obtemos x+ (n — 1)r + 2 caex+nr+ 3 € af.

Nesse caso, tome a = x+ (n — l)r+% eb:x—i-nr—k%.

6.5 Soma e Produto

J4 definimos o conjunto dos reais, R, como conjunto de cortes que, além comportar representantes para
cada nimero racional, tem também representantes para nimeros que nio sio racionais, como v/2. Também
mostramos que a relagdo de inclusio define uma relagdo de ordem sobre R, enquanto conjunto de cortes.
Nesta se¢do, definiremos as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo em R. Antes, porém, vamos definir o
oposto e o valor absoluto de um corte.

Definicdo 6.6 Dado o corte o € R, definimos seu oposto como —¢t = {—r;r € o e r # Sup(a) }.

E facil perceber que — o é um corte e que Sup(—a) = —Sup(ct). Além disso, —(—o) = &, como mostramos
na proposicao a seguir.

Proposicdo 6.6 Para todo corte a € R, vale:

) Sea=0=—-a=0;
i) Sea<0=—a>0;
iii) Sea>0= —o <0;
iv) —(—a)=a.

Demonstracdo:

i) Exercicio;

ii) Exercicio;

iii) Exercicio;

iv) —(—a)={—(-r);—re(—a)e —r# Sup(—a)}, ou seja,
—(—a)={r,—ré¢ (—a) e —r# —Sup(a)}, donde,
—(—a)={r[r¢ a® our=Sup(a)] er+# Sup(a)}. Portanto,
—(—a) ={r;r¢ a}, donde
—(—a)=a.

Definicdo 6.7 Dado o corte o € R, definimos seu valor absoluto como |at|, dado por

o = o, seazﬁ
o -, sea <0

Proposi¢cdo 6.7 Para todo corte o € R, vale:

i) || > 0;
i) || =0<—=a=0;
i) |a|=]—«af.
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Demonstracdo:

i) Exercicio.
ii) Exercicio.
iii)

|—af = -, se —o>0 ] —a, sea <0 — |af
| —(~a), se—-a<0 a, sea>0 T

Definicdo 6.8 Para cada par o, € R, definimos asoma o+ ={r+s;rcoesec B}

Pela defini¢do acima, o + 8 é um subconjunto dos racionais, pois @, 8 C Q e, pelo fechamento da adi¢do
nos racionais, temos r+s € (Q para todo r € o € s € B. A proposi¢do seguinte garante que & -+ 3 é um corte
e, portanto, o + 3 € R.

Proposicdo 6.8 Sejam os cortes o, f € R. Entdo, o + 3 é um corte e ¢ + f§ € R.
Demonstracdo: Mostremos que ¥ = o + f3 satisfaz as condi¢des da defini¢do de corte:

i) Dados x € ye y € ¥, mostremos que x < y. Existem r € @ e s € f tais que x = r+s. Se
y<x,y=r+s coms <s. Supors’ € ¢ implicaria s’ > s, entdo deve ser s’ € . Temos
entioque y=r—+s' comr € o e s’ € B e, por defini¢do, y € y. Absurdo, pois, por hipétese,
y € ¥°. Entéo deve ser x < y.

ii) Para todo x € ¥, x ndo é elemento méaximo de y. De fato, x =r+s,comre a e s € f.
Como o e 3 ndo tem maximo, existem ' € ot e s’ € B tais que ¥’ > r e s > 5. Dai, existe
x' =7 +5' €y, comx’ > x. Portanto x ndo é elemento maximo de .

Por (i) e (ii), temos que & + 3 é um corte e, portanto, & + 8 € R.

Exemplo 6.1 Dados os cortes racionais 2 e 3, vale 2+ 3 = 5. De fato, observando que 2 = {r € Q;r < 2},
3={scQs<3}e5={rcQ;t <5} bastamostrarque 2+3C5 e 5c2+3.

1) Mostremos que§+3 Cc5. Dadosrelese §, valer <2es < 3,donde r+s < 5,0useja, r+s € 5.
Como2+3={r+s;rc2esc3} entio2+3c5.

ii) Mostremos que 5 C 243. Dado ¢ € 5, temos que # < 5. Entdo existe x € Q) com x > 0 tal que t = 5 —x.
Tomando r =2 — 35 e stal quet =r+s, temos r+s =5 —x, donde 2 — 5 +s =5 —x. Entdo,s =3 -3

A

e, portanto, s < 3. Temos entdo t = r+scom r € desc §, donde 1 € 2 + 3. Portanto, 5c2+3.

A

Por (i) e (ii), concluimos que 2 +3=35.

A definic¢ao 6.8, na verdade, define a operagdo de adi¢do no conjunto dos reais e a Proposi¢ao 6.8 garante
que R é fechado em relagdo a essa operagdo. Feito isso, mostremos agora que a adi¢do em R € comutativa,
associativa, tem elemento neutro O e todos os elementos de R sdo simetrizaveis.

Proposicdo 6.9 A operacio de adi¢do em R satisfaz as seguintes propriedades:

i) Comutatividade;
ii) Associatividade;
iii) Elemento neutro;
iv) Elementos simetrizaveis.
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Demonstracdo: Sejam a,f,y € R. Temos

i) Comutatividade:
o+B={r+ssrecaescP}={s+rscPercot=BF+a

ii) Associatividade:
o+ (B+y)={r+s;recaesc(B+7)}.
Como s € (B +7), existem 51 € B e 55 € ¥ tais que s = 51 + s2. Entdo, temos:
o+ (B+y)={r+(si+s);rcaes; € esycy},ouseja,
oa+(B+y) ={(r+s1)+s(r+s1)) e(a+p)esr eyt =(a+B)+7.

iii) Elemento neutro: 0 = {r € Q;r < 0} é elemento neutro da adi¢io em R. De fato;

a) Dado x € a+0,temosx=r+scomreaesecl. Comos<O0,entior+s<re,
portanto, r+s € o. Entdo, a+0 C a.

b) Dado s € o, tome x € ot com x > s e temos s =x+ (s —x). Comos—x € 0ex € a,
temos s € 0+ . Entdo, o C o 0.

Por a) e b), temos 0+oa=a.
iv) Elementos simetrizaveis Mostremos que o + (—a) = 0 e, portanto, —a é simétrico de a
para adicdo.

a) Sexe (a+(—a)),entdiox =a+bcoma € o e b € —a. Por defini¢do, existe r € ¢
tal que b = —r. Como a < r, temos a —r < 0, donde x =a+b =a+ (—r) <O0.
Portanto, & + (—a) C 0.

b) Sex €0, temosx <0. Tomea€ e b c a taisqueb—a=—x>0e b # Sup(a).
Entdo, x =a+ (—b) coma € oo e —b € (—a), donde x € (& + (—a)). Portanto,
0C o+ (~a).

Por a) e b) temos o + (—a) = 0.

Definicdo 6.9 Para cada par «,8 € R, com a > 0 e B > 0, definimos o produto a. = {r.s;r€ a, s €
B.r>0,5s>0}U(Q_).

Exemplo 6.2 Dados os cortes racionais 2 e 3, vale 2 -3 = 6. De fato, observando que 2 = {r € Q;r < 2},
3={scQs<3}eb={rcQ;r <6}, bastamostrarque 2-3C6 ¢ 6C2-3.

i) Mostremos que 52.3C6. Dados re? e se 3, com rs>0,vale 0 <r<2e0<s <3, donde
0§r-s<6,ouseja,r-s66. Comoﬁ-@z{r-s;rei, sE3,r20,s20}u((@,),entﬁoj-§Cé.

ii) Mostremos que 6 C 2-3. Dado r € 6, se t < 0 vale 7 € 2-3 pela defini¢io. Ser > 0, temos que
0<tr<6. TomexeQ,com0<x<1tal quer=6(1—x)etomer=2(1—3). Dado s tal que
t=r-s, entdo r-s = 6(1—x), donde 2(1 — %) -5 = 6(1 —x). Entdo, s = 3 — 5> e, portanto, s < 3.
Temos entﬁot:r-scomreﬁeseé, donder €2 -3. Portant0,6C2 3.

A

Por (i) e (ii), concluimos que 2 - 3=6.

Como todos os cortes o, sdo ilimitados inferiormente em Q, o conjunto dos produtos entre elementos
quaisquer o e  seria um conjunto ilimitado superiormente, pois, para todo r € QQ, existem r € @ e s € 3, com
r,s < 0, tais que r.s > t. A defini¢do, entdo, cuida que o produto continue um conjunto limitado superiormente
em QQ e, dessa forma, a proposi¢do seguinte garante que ¢.f8 é um corte.

Proposicdo 6.10 Sejam os cortes &, € R, com @ > 0 e B > 0. Entdo, .8 é um corte e a3 € R.
Demonstracd@o: Mostremos que ¥ = .3 satisfaz as condi¢des da defini¢do de corte:

i) Dadosx € yey € ¥, mostremos que x < y. Se x < 0, como y > 0, temos x < y. Supondo
x,y>0,existemre aesec f,comr,s>0,taisquex=rs. Sey<x,y=rs com0<s <s.
Supor 5" € B¢ implicaria s’ > s, entéo deve ser s’ € . Temos entdo que y=r.s’ comr € o e
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s’ € B e, por defini¢do, y € 7. Absurdo, pois, por hipétese, y € y°. Entdo deve ser x < y.

ii) Paratodo x € 7, x ndo é elemento maximo de 7. De fato, se x > 0, temos x = r.s, com r € Q
ese€PBer,s>0. Como o e B ndo tem maximo, existem ' € o e s’ € B taisque ¥ >re
s’ > 5. Dati, existe x' = r.s' € ¥, com x’ > x. Portanto, x nio € elemento maximo de 7.

Por (i) e (ii), temos que &.f3 é um corte e, dessa forma, a.f € R.

A defini¢do 6.9, define a operacdo de produto no conjunto dos reais nao negativos. Falta-nos estender a
defini¢do para todo o conjunto R. A extensdo da defini¢do se faz pelo uso do valor absoluto, como segue.

Definicdo 6.10 Para cada par a, 8 € R, definimos o produto ¢.3 como:

le|.|Bl, seax<0eB <0
ap=9q —(alBl), sea<Oep>0
—(lal[Bl), sea>0eB <0

Com uso da defini¢do estendida, verifica-se as igualdades da proposi¢do seguinte.

Proposi¢cdo 6.11 Dados os cortes, o, 8 € R vale:

i) (—a).p=-ap;
i) o.(—B) = —a.p;
iii) (—a).(—B) = a.B.

Demonstracdo: (i)

a) (a>0,8>0)= (~a).p=~(-allpl)=—(alB]) = —(a.p).

A ultima igualdade usa a defini¢ao de médulo com a > 0,8 > 0

b) (@ <0,8<0)= (~a).p=—(—allp))=—(lal.|B) = —(a.B)

A dltima igualdade usa a primeira linha da defini¢do 6.10.

¢) (@ <0,8>0)=(~a).p=|-allp|=|alB]=—(~(alp]) = —(ap)

A ultima igualdade usa a segunda linha da defini¢do 6.10.

d) (@>0,8<0)= (~a).p=|-al|p|=|a||B| = —(=(al|B]) = —(a.p)

A ultima igualdade usa a terceira linha da defini¢do 6.10.

O caso (ii) € andlogo ao (i), e o caso (iii) € consequéncia dos dois primeiros.

Nosso proximo passo serd enunciar as propriedades da operagcdo de multiplicag@o de cortes, como fizemos
com a soma. Antes, porém, definimos o inverso de um corte, que serd necessario ao mostrar que todo corte
nao nulo tem simétrico multiplicativo.

Definicdo 6.11 Para cada corte o € R, com o # 0, definimos seu inverso &~ ! como:

1 A
i) al= {;rea" er#Sup(Ot)}UQ,sea>0;
r
i) a!=—(Ja|™!),se a <0.

A

AN C A

A 1 Ay — 1
Exemplo 6.3 O inverso de 2 é <2> De fato, por defini¢do (2) '- {; re(2)" er# Sup(2)} uQ._.
r
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o 1 1
Isso implica que (2) I {; reQer> 2} UQ_. Tomando s = — para cada r > 2, podemos escrever
r r
AN —1 1 1 i
que (2) :{s; seQe>2}u@_:{sg@; s<2}: <2>
s

E facil perceber que a~' é um corte e que Sup(a~') = Sup(a)~'. Além disso, (')~ = a, como

mostramos na proposicio a seguir.

Proposicdo 6.12 Para todo corte o € R, o # 0, vale:
1) Sea<0=oa'<0;
ii) Sea>0=a"!>0;

iii) (™) '=a.

Demonstracdo: (iii)

(@) = () it e (@) e ! £ Sup(a)} ou seia,
(a D) t={rrt¢(a")er!+#Sup(a)'}, donde,
(1)1 ={rlr ¢ & our=Sup(a)] e r # Sup(a)}. Portanto,
((xil)’l = {r;r gé OCC}, donde

(aH=aq.

Proposicdo 6.13 Paratodo o € R com a # 0, vale a.a™! = 1.

Demonstracdo: Mostremos que a.o~! C 1equelcC a.a . Sem perda de generalidade,
consideramos o > 0, pois o.ac ! = (—at)(—a 7).

: -1 5 —1 : ¢ 1

i) Tomex € a.a¢” . Entiox =r.s,comrc aes € a . Exister € a tal que s = T e temos

1 o A
X = r.; com ¢ > r, donde concluimos que x < 1 e, portanto, x € 1. Entdo, o.a”tcl.

ii) Tome x € 1. Observe que, para todo r € Q, existe ¢ € Q tal que gr € a e (g+1)rear

1
Proposicido 6.5). Entdogr € o e co ! donde gr.————— ca.a”!. Comox < 1,
(Proposig ) q (Gt 1)r q (q+ Dr
. . X q
tome r, € respectivo g, tais que g > e temos x < = gr. comgr € o e
P 1 wed =1 g+1 1 (g+1)r 1
1 N
e o ! Entio, 1 c a.a!.
(g+1)r

Por (i) e (ii), concluimos que & at=1.
Proposicdo 6.14 A operagdo de multiplicagdo em R satisfaz as seguintes propriedades:
1) Comutatividade;
11) Associatividade;
iii) Elemento neutro;

iv) Elementos simetrizaveis.

Demonstracdo:

iii) Elemento neutro: 1 = {r € Q;r < 1} é elemento neutro da multiplicagio em R. De fato, sem
perda de generalidade, considere o > 0.
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a) Dado x € Ot.i, temosque x =rscomr e qQes e 1. Como s < 1, entdo rs < r e, portanto,
rs € a. Entdo, a.1 C a.

b) Dado s € @, tome x € & com x > s e temos s = x(sx ). Como s < x, temos sx ! < 1. De
xeaesx e i, temos s € a.1. Entdo, o C al.

Por a) e b) temos a.1 = a.

iv) Elementos simetrizaveis: Pela proposicdo 6.13, todo & € R com a # () tem simétrico ot~

R é Completo

Vimos que, em Q, existem os conjuntos A = {x € @;x2 <2o0ux<0}eB=A" de formaque AUB=Q,
mas ndo existe r € Q satisfazendo s < r <t para todo s € A e t € B. Equivalentemente, ndo existe em Q
0 Sup(A) ou o Inf(B). Por essa caracteristica, dizemos que o conjunto (Q tem ’lacunas’, ou seja, ndo é
completo.

Apesar de guardar semelhancas quanto a relagdo de ordem e quanto as propriedades aritméticas entre
elementos de Q e R, veremos, na proposi¢io seguinte que, diferentemente de Q, o conjunto R tem a
propriedade da completude, ou seja, ndo tem ’lacunas’.

Proposicdo 6.15 Considere X C R, X # 0. Suponha que para todo o € X e § € X¢ vale a < . Entéo,
existe um ndmero real A tal que @ < A < 3, quaisquer que sejam ¢ € X e f € X©.

Demonstracdo: Seja A = Ja;, a unido de todos os cortes ¢; € X. Mostremos que A é um corte.

i) Dadosx,y € Qcomx € A eye A°, temos que x € @; para algum o; € X. Se y < x, terfamos
y € @ e, portanto, y € A, o que é absurdo pela suposi¢do de que y € A¢. Entéo vale x < y;

ii) A ndo tem elemento maximo, pois, se y € A for elemento maximo de A, teriamos que y € o
para algum o; € X e, entdo, y seria maximo de ¢;, o que é absurdo, pois ; é um corte e, por
definicdo, ndo tem elemento maximo.

Pela defini¢do de A como unido de todos os cortes de X temos que, para todo @ € X, vale oo C A e,
portanto, & < A. Além disso, suponha que exista 8 € X tal que B < A. Entio, existe y € A que ndo
¢ elemento de 3 e, tomando & € X tal que y € o, temos B < a com o € X e B € X¢. Isso contraria
a hipétese e, dessa maneira, temos @ < A < S paratodo o € X e § € X°.

A proposi¢do acima garante que todo subconjunto X C R limitado superiormente tem supremo, e Sup(X) € R.
Além disso, todo subconjunto ¥ C R limitado inferiormente tem infimo, e Inf(Y) € R. Como vimos, o
conjunto Q nio tem essa caracteristica pois, por exemplo, o conjunto A = {x € Q;x?> < 2 ou x < 0} é
limitado superiormente, mas ndo tem supremo em Q.

Naturalmente que a definicdo de cada niimero real como um corte, que € um subconjunto dos nimeros
racionais, ndo € nada intuitivo, além de tornar os reais objetos de natureza diferente dos racionais, o que
impede a inclusdo Q C R. Entretanto, associando cada racional r € QQ ao corte racional # = {x € Q;x < r},
percebemos, pela proposi¢do 6.2, que existe uma relagéo biunivoca entre o conjunto Q e o conjunto dos
cortes racionais. Entdo, chamando de Q o conjunto dos cortes racionais e observando que esse conjunto
preserva as propriedades aritméticas e a ordem de Q, dizemos que Q C R € uma c6pia algébrica de Q em R.
No que segue, usaremos indistintamente QQ e (), de forma que admitimos a inclusdo QQ C R, considerando Q
a cOpia algébrica dos racionais dentro dos reais.
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6.7 R é Ndo Enumeravel

Como discutimos no capitulo anterior, cada nimero racional pode ser representado por um nimero decimal.
Além disso, na representagdo decimal, os nimeros racionais estdo sempre associados as dizimas periddicas,
ficando em aberto saber a natureza dos nimeros associados as dizimas néo periddicas. Nesta se¢do, veremos
que, na representacdo decimal, todas as dizimas, periddicas e ndo periddicas, estdo associadas a nimeros
reais. Os nimeros reais associados as dizimas ndo periddicas serdo chamados niimeros irracionais.

Proposicdo 6.16 Na representacdo decimal, toda dizima periddica pode ser associada a um corte racional.
Além disso, toda dizima nao periddica pode ser associada a um corte ndo racional.

Demonstracdo:

i) Sed=0,a;...ayb;...b,; ¢ uma dizima periddica, temos, pela proposi¢do 5.9, que existe um
nimero racional r associado a d. Tomando o corte 7 associado a r, temos que 7 € um corte
racional associado a dizima periddica d.

ii) Sed =0,a1a;...a,...é umadizima nao periddica, entdo Vp € N, podemos obter as dizimas
periddicas d; = 0,a1a;...a,0 e d, = 0,a1a; ...a,9 tais que d; < d < d,. Sejam os reais
o e B associados a d; e d,, respectivamente, e considere A o conjunto dos reais tais que
o €Aef €A paratodo p € N. A proposi¢cdo 6.15 garante que existe A € R tal que
sup(A) = A = Inf(A°). Nesse caso, ¢ < A < 3 para todo p € N e, portanto, A serd um
nuimero real associado & dizima nao periddica d.

Proposicdo 6.17 O conjunto R dos niimeros reais € um conjunto ndo enumeravel.

Demonstracdo: Vamos considerar o conjunto X = {@ € R; 0 < a < 1}. Ao mostrar que
ndo existe funcdo bijetiva f : N — X, mostraremos que X é ndo enumerdvel e, sendo X C R,
concluiremos que R é ndo enumeravel.

Como visto na Secdo 5.8, todo niimero racional r € X pode ser escrito, na expansao bindria, como
r=0,b1bybs..., onde b; € {0,1}. Entdo, com argumento andlogo ao usado na Proposicéo 6.16,
todo numero real & € X pode ser associado a uma expansao bindria infinita. Supondo que existe
f : N — X bijetiva, entdo teriamos uma enumeracéo para os elementos de X e, por conseguinte,
uma enumeracdo para as expansdes bindrias infinitas.

Usamos um argumento conhecido como Diagonal de Cantor para mostrar que tal enumeracao é
impossivel. A bijecdo f associaria cada nimero natural i a um ntimero real o; € X. A expansao
bindria, por sua vez, associa cada nimero natural j ao digito correspondente a;; na expansdo bindria
de @;. Considerando uma tabela com a enumeragdo dos elementos ¢; € X na linha i e digitos a;; na
coluna j, teriamos

o =0,a11 az ar3 a4 ays aye a1z ag...dgj---
0 = 0,a21 ax ax3 ax4 azs axs a7 asg ... az; . ..
03 = 0,a31 as asz az4 ass aze az7 asg...asj . ..
0y = 0,a41 a42 A43 G44 Ag5 Q46 47 A48 ... A4 . . .
05 = 0,as) asy as3 asq ass ase asy asg...asj ...
06 = 0,a61 asz a3 aes ass ase Ae7 A6 - - - Agj - - -
o7 =0,a71 arz a7z azg ars aze az; azg...azj ...

o; =0,a;1 ap a3 ais a;s aig a7 ag...4jj. ..
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Na tabela acima, cada ag;; € igual a O (zero) ou 1 (um). Para usar o argumento da diagonal,
observamos o seguinte: é possivel definir um nimero real f € X com a expansio bindria

B =0,by b by by bs bg by bs...b;....

bi:O, se daj = 1,
onde
bi: 1, se a,-i:O.

Entdo, observamos que 8 # o para todo i € N. De fato, § # a, uma vez que by # aj1;  # @,
pois by # az; e, assim por diante. Portanto, f ndo é sobrejetora, ja que ndo existe i € N tal que
f(i) = B. Entdo, a suposic¢do de que existe f : N — X bijetora é absurda. Com isso, concluimos
que X € ndo enumerdvel e, por conseguinte, R é ndo enumeravel.



7.1

7.2

Infroducao

Neste Capitulo, estudaremos o conjunto dos nimeros complexos, que é uma extensdao do conjunto dos
ndmeros reais.

Primeiramente, observamos que a equagio x> + 1 = 0 ndo tem solugdes no conjunto dos nimeros reais,
porque, para qualquer nimero real x, o nimero x> é nio negativo e, portanto, x> + 1 nunca pode ser menor
que 1. Apesar disso, torna-se muito ttil supor a existéncia de um niimero i de modo que i> = —1. Entio,
precisamos estender o conjunto dos nimeros reais para um conjunto no qual possamos descobrir as solucdes
de uma equacdo do tipo x*> + 1 = 0, ou seja, as raizes de um niimero real negativo.

Construcdo do Conjunto dos Nimeros Complexos

Considere o conjunto R?> =R x R = {(x,y) | x,y € R}. Em R?, defina as seguintes operagdes de adigio e
multiplicagdo: Para quaisquer (a,b) e (c,d) em R?,

(i) (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d);

(ii) (a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Ainda por definigdo, dois elementos (a,b) e (c,d) em R? sio iguais, e escrevemos (a,b) = (c,d), quando
a=ceb=d.

O R?, munido das operagdes definidas em (i) e (ii), é denominado conjunto dos niimeros complexos e seré
denotado por C [10].

Na seguinte proposi¢do, faremos uma descrig¢do de algumas das propriedades do conjunto C.

Proposicdo 7.1 As operagdes de adi¢do e multiplicagdo, definidas em C, satisfazem as seguintes proprie-
dades:
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i) Associatividade: para quaisquer (a,b),(c,d),(e,f) € C, tem-se ((a,b) + (c,d)) + (e, f) =
(@,b) +((c,d) + (e, f)) e ((a,b).(c,d)).(e, ) = (a,]).((c,d).(e, )

ii) Comutatividade: para quaisquer (a,b),(c,d) € C, tem-se (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b) e
(a,b).(¢,d) = (c,d).(a;b);

ii) Elementos neutros: existem em C dois elementos (0,0) e (1,0) de modo que (a,b) + (0,0) = (a,b) e
(a,b).(1,0) = (a,b), para todo (a,b) € C;

) € C, existe um inverso aditivo —(a,b) = (—a,—b) € C de modo
0,0) e, se (a,b) # (0,0). Existe também um inverso multiplicativo

) € C de modo que (a,b).(a,b)"! = (1,0);

iv) Inversos: para todo (a,b
que (a,b) + (—(a,b)) = (

a J—
a2+b* a®+b?
v) Distributividade: —para quaisquer (a,b),(c,d),(e,f) € C, tem-se (a,b).((c,d) + (e, f)) =

(a,b).(c,d) +(a;b).(e, f)-

@) = (

Demonstracdo: As propriedades da proposi¢do acima podem ser verificadas facilmente e sdo
deixadas como exercicio para o leitor.

A subtracdo de nimeros complexos é definida em termos da adi¢do e do inverso aditivo. Dados entdo
(a,b),(c,d) € C, definimos:

(a,b) — (c,d) = (a,b)+ (—(c,d)) = (a—c,b—d).

Ja o quociente de niimeros complexos é definido em termos da multiplicacdo e do inverso multiplicativo.
Considerando (a,b),(c,d) € C, com (c¢,d) # (0,0), definimos:

d ac+bd bc—ad
—(a.b).(c.d) = (a.b). [ =S— — = :
(@,8)-(c,d)™" = (a,) <c2+d2’ c2+d2> <c2+d2’c2+d2)

Agora vamos fazer a inclusio de R em C de forma natural. Para isso, considere j: R — C uma funcéo
definida por j(x) = (x,0).

Proposicdo 7.2 A funcdo j, definida acima, satisfaz as seguintes propriedades:
(a) j preserva as operagdes de adicao e de multiplicag@o, isto é, para quaisquer x,y € R,

Jx+y)=jx) +i) e jley)=jx)-j();

(b) j € injetiva.

Demonstracdo: (a) Para quaisquer x,y € R, j(x+y) = (x+y,0) = (x,0) + (»,0) = j(x) + j(»)
e j(x.y) = (x,0) = (x.y = 0.0,x.040.y) = (x,0).(,0) = j(x).j(y).

(b) Dados x,y € R, se j(x) = j(y), entdo (x,0) = (y,0) e, consequentemente, x = y. Portanto, j é
injetiva.

Com base na Proposi¢io 7.2 e no fato que Im(j) = {j(x);x € R} = {(x,0);x € R}, podemos identificar R
com Im(j). Isso nos permite considerar R C C.
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Identificando cada nimero real x com o nimero complexo (x,0), adotando o simbolo i para o nimero
complexo (0, 1) e observado que, para todo (a,b) € C, (a,b) = (a,0) + (b,0).(0,1), podemos escrever um
nimero complexo z = (a,b) como sendo z = a + bi.

Note que (0,1)> = (0,1).(0,1) = (—1,0). Assim, i> = —1. O nimero complexo i é chamado de unidade
imagindria. Dado um nimero complexo z = x + yi, x € chamado de parte real de z e y de parte imagindria,
e sdo denotados, respectivamente, por x = PRe(z) e y = IJm(z). Um nimero complexo z = x + yi pode ser
identificado com o vetor Oz de componentes x e y (Figura 7.1). O plano complexo consiste nas representacdes
de todos os nimeros complexos z = x + yi pelos pontos (x,y) do plano euclidiano. O plano complexo e o
plano euclidiano s6 diferem um do outro devido ao fato de termos definido a multiplicagdo de nimeros
complexos, enquanto no plano euclidiano ndo temos tal operacao [15].

N

Vi fommmmmm——gy z=x+yi

v

Figura 7.1: Representacdo vetorial de um niimero complexo

Valor Absoluto e Conjugado de um Nimero Complexo

O valor absoluto ou médulo de um nimero complexo z = x + yi, denotado por |z, € definido como sendo
lz| = /%% +y2. O complexo conjugado de z = x+ yi, denotado por z, é definido como sendo o nimero
complexo z = x —yi (Figura 7.2) .

slocosissg=x4i
L
y ]
0 153
e Z=x—yi

Figura 7.2: Representacdo do conjugado de um niimero complexo

Segue-se desses conceitos que z.Z = x> +y*> = |z|%. Essa propriedade permite calcular facilmente o quociente
de dois nimeros complexo z; e z2, com 7, # 0, pois

21 a2 A
2 2 |2

Exemplo 7.1 Considere o niimero complexo

1-2i
7= -
141

(1= i)(—1+1).
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O ndmero z pode ser reduzido a forma a+ b i, com a,b € R, usando o seguinte procedimento:

12

1—i—2i-2
= ;
141

+(1—i)(—1+i):m+(l—i)(—l+i) :f+2i=—%+%i.

O niimero z estd representado, geometricamente, na figura 7.3.

Figura 7.3: Representacdo geométrica do niimero complexo z

No seguinte resultado temos algumas propriedades do conjugado de um ndmero complexo [16].

Proposicdo 7.3 Consindere a € Re z, w € C. Ento,
HzZ=1z

(i) z =17 se, e somente se, z € R;

(iii) Re(a z) = a Re(z) e Im(a z) = a Tm(z);
(iv)z+z7=2Re(z) ez—72=21iTm(z);

W ZIw=Z+Wezw=2.w,

(vi) <1> = l com w # 0;
w

-

Demonstracdo: As propriedades da Proposi¢do 7.3 podem ser verificadas facilmente e séo
deixadas a cargo do leitor.

SRR

(vii)

/N

,comw # 0.

Representacdo Polar de um Numero Complexo

Considere a representa¢do de um nimero complexo nao nulo z, como na Figura 7.4 abaixo.

|1 E— z=x+yi

lzl/ i

Figura 7.4: Representagdo polar de um niimero complexo z

Chama-se argumento de z ao angulo 6 formado pelo eixo Ox e o vetor 0z. Os angulos sdo aqui orientados
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de Ox para Oz, considerando positivo o sentido de percurso oposto ao dos ponteiros de um relégio. Como
x =|z|cosB e y = |z|senB, temos a representagdo polar de z dada por

z=r(cosO +i senf),

em que r = |z|. Os nimeros reais r e 0 sdo as coordenadas polares de z.

De posse da representagdo polar, deduziremos uma regra muito conveniente para a multiplicacio e para a
divisdo de dois nimeros complexos. Considere

71 =r1(cosB; +isend)) e 20 = ry(cos0, +i send,),

dois nimeros complexos arbitrarios. Entdo,

2122 = rir2(cos6; +i sen6;)(cos6, + i sen6,)

= r1r2[(cos0;cos0, — senBsen6,) + i (sen6cos6, + senbrcos0 )],

ou seja,

2120 = rira[cos(0) + 62) +i sen(0; + 6,)].

Concluimos, entdo, que o produto de dois niimeros complexos é o niimero complexo cujo médulo é o produto
dos maodulos dos fatores e cujo argumento é a soma dos argumentos dos fatores (Figura 7.5).

212,

Z

6, +8,
2

0,

Figura 7.5: Produto de dois niimeros complexos na forma polar

Usando um procedimento andlogo ao da multiplicag@o, obtemos
z1  rcosO) +1isenb
72 1 cos6r +isenb,

= Ll(c0s61 +isen6;).[cos(—62) +i sen(—6,)]
r

€, consequentemente,

a_n [cos(6) — 62) +i sen(6) — 6,)].
22 rn
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Percebemos, assim, que para dividir dois niimeros complexos basta fazer o quociente dos modulos e a
diferenga dos argumentos (Figura 7.6).

Figura 7.6: Quociente de dois niimeros complexos na forma polar

Exemplo 7.2 Considere os niimeros complexos

-1+

1—3i

2= (—14+)(1-+3i) e w=

Primeiramente, temos

—1+i:ﬁ<c0ssf+isen3f> e 1—\@1':2<cos53ﬂ+isen53n>:2<c0s<—73r>+isen(—73t)).

Como uma consequéncia dessas igualdades, vemos que

3n =& . 3n =& St 5w
72=2V2 [cos <4—3) +1isen (4—3)} =22 <c0s12—|—1sen12)

V2 3T W _ 3T 7w V2 137 . 13x¢
w= > [cos <4+3> +1isen <4+3>] =5 <cos12+zsen12>.

_ Sz 13wm . ~ s
Portanto, os argumentos de z e w sdo, respectivamente, 212 Veja as representacdes geométricas de z e
w nas figuras 7.7 e 7.8.
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N
z

5w
12

A4

Figura 7.7: Representagcdo geométrica de z

13w

f iz

Figura 7.8: Representacdo geométrica de w

Usando o Principio de Indugao, obtemos a Férmula de De Moivre:
(cosO +i sen0)" = cos(nO) +i sen(nb),
para todo nimero inteiro ndo negativo n. Por outro lado, se #n € um nimero inteiro negativo, entao

1 1
(cosO +isen®)~"  cos(—nB)+i sen(—nb)

(cosO +i senb)" = = cos(n@) +i sen(nb).

Portanto,

(cosO +1i sen0)" = cos(nO) +i sen(nb),

para todo nimero inteiro n.

Proposicdo 7.4 O valor absoluto de um nimero complexo satisfaz as seguintes propriedades:
(i) |z| > 0, para todo z € C, e |z| = O se, e somente se, z = 0;

(i) |Re(z)| < |z] e |Im(z)| < |z|, para todo z € C;

(iii) |z| = | — 2/, para todo z € C;
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(iv) |z| = |z|, para todo z € C;
(v) |z.w| = |z||w]|, para quaisquer z, w € C;

Lz b4 .
(vi) ‘*) = ‘H, para quaisquer z, w € C, com w # 0;
w w

(vii) |z4+w| < |z| + |w/|, para quaisquer z, w € C;
(viii) ||z| = [w|| < |z — w|, para quaisquer z, w € C.

Demonstracdo: Demonstraremos apenas as propriedades (vii) e (viii). A verificagdo das demais
é deixada para o leitor.
(vii) Dados z, w € C, vemos que

lz4+w]? = (z4+w)(z+w) = |2+ +zw+ [w|]? = |2]> + W+ 2w + [w|?

e, consequentemente,

|2+ w[? = [z]2 +2%Re(zw) + W] < |2|* +2|zw| + |w]* = (|z] + |w])2.
Isso implica que |z+w| < |z + |w].

(viii) Usando (vii), obtemos |z| < |z—w|+|w|, isto &, |z| — |w| < |z—w]. Além disso, —(|z| — |w|) <
|z—w|. Dessas duas ultimas desigualdades, concluimos que ||z|—|w|| < |z—w].

7.5 Raizes n-ésimas de um Numero Complexo

Considere a = |a|(cos6 + i sen®) um nimero complexo nio nulo e n um ndmero interio maior ou igual a 2.
Vamos encontrar um nimero complexo z = |z|(cos¢ + i sen¢) de modo que /a = z. Entdo,

Va=z<7"=a< |7]"(cos ng +isenng) = |a|(cosO +i senb).
Como uma consequéncia dessas igualdades, percebemos que
lz| = /|a] e cos(ng—6)=1.

Agora, cos(ng — 0) = 1 implica que n¢ — 0 = 2km, para k € Z. Aplicando o algoritmo da divisdo de
Euclides, observamos que existem unicos 7, g € Z de modo que k = ng+r, com 0 < r < n. Assim,

0+2rrm 0+2rrm 0+2rm
= +2qr, cosp = cos e send = sen .

¢

n

Portando, as raizes n-ésimas do nimero complexo a sdo dadas por

1 5en

0+2rm . 0+2rm
zr=1/|a| | cos + ,
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parar=20,...,n—1.
Observamos que as raizes n-ésimas do nimero complexo a sdo vértices de um poligono regular inscrito em
uma circunferéncia de centro na origem e raio {/|a|. Com efeito, primeiramente, vemos que |z,| = {/|al,
parar =0,...,n— 1. Em segundo lugar, parar = 1,...,n, temos

0+2rrm 27 27
Zr—2r—1 = /4| (cosH+isen6)+rl2”t> |:<ICOS> +isen}
n n n

Isso implica que

|zr —zr—1] = {/lal

2n 2n 2n T
1_ i . Tl —_n 2_2 — =2 —,
( cosn>+lsenn ’ VNal 4/ cos— ]a\senn

parar = 1,...,n. Portanto, as raizes n-ésimas do nimero complexo a sdo vértices de um poligono regular
S . A . . . n T o
inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio 3/|al, cujos lados medem 23/ |a| sen” (Figura
7.9).

N
Z a T
lz—~zesi| =2+ a sen—
Zr—1
Zn-1
—~
-
0
Z3
=2
Z3
Z
Figura 7.9: Raizes n-ésimas de um niimero complexo a
Exemplo 7.3 Considere o nimero complexo a = —16. O nimero a pode ser escrito como a = 16(cosm +

i senT) e suas raizes quartas sao dadas por

2 2 2r+1 2r+1
Zr = 416<cosﬂ:+4rﬂ+isen7r—2rn> :2[cos( r—; )7 isen( r—z )z )

com r = 0,1,2,3. Isso implica que

2 2
20:2(cosg+isen§) =2 \2f+i\2[ :ﬁJriﬁ,
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2 2
21 :2<cosszr+isen3f> :2(—{—1—1'\2[) :—\@—i—i\@,

e
Ik Ik 2 2
13:2<c0s4+isen4): ({—i{)zﬂ—i\/ﬁ.
As raizes quartas de a = — 16 estdo representadas na figura 7.10 e sdo os vértices do quadrado, em que cada
lado mede 2+/2.
N
Z V2i Z4
ind B 0 )
Z —Zi Z3

Figura 7.10: Raizes quartas do niimero complexo a = —16



8.1

Intfroducdao

No Capitulo 2, definimos o que é uma fungdo (ou aplicacdo), e nos Capitulos 3, 4, 5, 6 e 7 fizemos a
construcao dos conjuntos numéricos. Neste Capitulo, estudaremos alguns tipos de fun¢des reais de uma
varidvel real. Aplicamos o conceito de fun¢do ao conjunto dos nimeros reais, nas quais séo estudadas as
funcdes polinomiais, modulares, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. Tais fungdes aparecem em
aplicagdes em diversas ciéncias e suas particularidades sdo estudadas com mais profundidade num Curso de
Cilculo Diferencial e Integral.

As funcdes desempenham um papel fundamental na descri¢do e modelagem de muitos fendmenos. Em varios
ramos da ciéncia, como na Fisica, Biologia, Medicina ou Computacdo, precisamos estudar o comportamento
de uma varidavel no decorrer de um intervalo que, nesse caso, ¢ chamado de dominio da fun¢do. Essas
varidveis, por sua vez, assumem valores reais. O conhecimento da constru¢do dos nimeros torna mais fécil a
compreensdo das fungdes, com uma visdo geométrica, permitindo o esbogo de curvas no plano.

Muitos livros de Célculo Diferencial e Integral de uma varidvel comegcam suas discussdes praticamente a
partir do estudo de fung¢des, relembrando ao leitor, num curto espaco, as propriedades dos nimeros reais.
Ao ler as breves paginas dedicadas aos nimeros nestes livros, ndo obtemos uma no¢ao clara sobre certas
particularidades e propriedades dos conjuntos numéricos, e uma justificativa plausivel sobre o porqué, ou a
razdo de existir algumas propriedades.

Neste sentido, a constru¢do dos nimeros torna a compreensdo das fungdes algo mais natural, como uma
consequéncia de tudo o que vimos e, consequentemente, torna as discussodes vistas no Cdlculo Diferencial
e Integral uma ampliagdo do conceito de nimero. Uma vez que a nogdo de nimero foi construida, as
particularidades dos conjuntos numéricos sdo facilmente compreensiveis a medida que os estudos vao
avancando. E todo este conjunto de saberes nos leva a olhar para os livros diddticos do Ensino Médio e
Fundamental com um olhar mais critico, possibilitando a professores e estudantes criarem novas atividades
que possibilitem uma compreensao mais clara sobre os fundamentos da Matematica.
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Funcoes polinomiais

Diz-se que f: R — R é uma funcdo polinomial quando existem nimeros reais ag,d1, ..., a, tais que, para
todo x € R, tem-se

f(x) =ax" +ap 1 X Faix+ag.
Se a,, # 0, dizemos que f é uma funcdo polinomial de grau n [17].

Temos que f(0) = ap. Geometricamente, f(0) = ap é a ordenada do ponto (0,ap), no qual a curva que
representa o grafico de f intersecta o eixo Oy.

Os valores de x para os quais se tem f(x) = 0 s@o as raizes ou zeros da fungdo f. Geometricamente, as raizes
de f séo os pontos (x,0) nos quais a curva que representa o grafico da fungio f intersecta o eixo Ox.

y=fx)

(0, ap) /
(x1, 0) @(m 0)

Figura 8.1: Fungdo Polinomial e suas raizes.

Estudaremos, neste Capitulo, alguns casos particulares de func¢des polinomiais.

A Funcdo Afim

Uma funcio polinomial f : R — R é chamada de fun¢do afim quando existem constantes a,b € R tais que
f(x) =ax+ b, para todo x € R.

Exemplo 8.1 A funcdo identidade f : R — R, definida por f(x) = x, para todo x € R, é uma fungéo afim.
Sdo também casos particulares de fungdes afins as funcdes lineares definidas por f(x) = ax e as fungdes
constantes f(x) = b.

O grifico de uma fungdo afim f : R — R definida por f(x) = ax+ b é representado por uma reta. Para a
verificacdo desse fato, basta mostrar que quaisquer trés pontos

Py = (x1,ax; +b),P, = (xp,ax + b) e P; = (x3,ax3 + b) desse gréfico sdo colineares. Mais precisamente,
denotando por dp g como sendo a distancia entre dois pontos P e Q, devemos mostrar que a distdncia de P; a
P5 € igual a distancia de P; a P> mais a distancia de P, a P;, isto €, dp, p, = dp, p, +dp, p,. De fato,

dp p, = \/(xz —x1)2+[axy +b— (ax; +b))> = \/(xz —x1)2+a%(xp —x1)?

= —x 21 +a) = (o —n)V T+,




Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 99

y

Figura 8.2: Grdfico da Funcdo Afim.

Analogamente, temos

dp,py = (X3 —x2)V 1+a?
dp,p, = (x3—x1)V1+a%

Assim,
dpth —|—dp27p3 = (XQ —x1) 14+a2+ (X3 —)Cz)\/l—l—ia2

=(x2—x1+x3—x2)V 1+a?= (3 —x1) v 14a? =dp p-

Do ponto de vista geométrico, o nimero real b é a ordenada do ponto no qual a reta, que representa o grafico
da func@o f, intersecta o eixo Oy. Esse nimero é chamado coeficiente linear da reta.

O numero real a chama-se inclinacdo ou coeficiente angular da reta (em relacio ao eixo horizontal Ox).
Quanto maior o valor de a, em mddulo, mais a reta se afasta da posi¢ao horizontal. Quando a > 0, o grifico
de f € uma reta ascendente e, quando a < 0, a reta é descendente. Dizemos que, quando a > 0, a fungdo f é
crescente; quando a < 0, f € decrescente.

Exemplo 8.2 O grifico da fungdo constante, dada por f(x) = k,k € R, é uma reta paralela ao eixo Ox.
Veja Figura 8.3 (a): k > 0 e Figura 8.3 (b): k£ < 0.

Ay Ay

v

(a) (b)

Figura 8.3: Grdfico da Funcdo Constante

Como o grifico de uma fung¢do afim dada por f(x) = ax+ b é representado por uma reta, quaisquer dois
pontos (x1, f(x1)), (x2,f(x2)) sdo suficientes para o esbogo do seu grafico. Porém, dois pontos se destacam
por serem mais frequentemente utilizados: o intercepto x e o intercepto y, que sao 0s pontos nos quais a reta

intersecta o eixo Ox e o eixo Oy, respectivamente; isto €, 0 ponto <— ) 0> e o ponto (0,b), respectivamente.
a
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Exemplo 8.3 Para a funcéo afim dada por f(x) = 2x+4, temos 2x+4 = 0 se, e somente se, x = —2.
Assim, o intercepto x é o ponto (—2,0) e o intercepto y é o ponto (0,4). Além disso, como a > 0, a fungdo é
crescente e f(x) > 0, para todo x > —2 e f(x) < 0, para todo x < —2. O grifico dessa fungéo é representado
pelo esboco abaixo (Figura 8.4).

Ay

v

_2/ 0 x

Figura 8.4: Grdfico da Fungdo f(x) =2x+4

Exemplo 8.4 O esbogo do grafico da funcéo afim f, definida por f(x) = —x—2, é dado pela Figura 8.5.
Note que a raiz da funcio é x = —2 e que o seu coeficiente linear € b = —2. A funcio é decrescente, uma
vez que a < 0. Além disso, f(x) >0,Vx < —2e f(x) <0,V x> —2.

Exemplo 8.5 Para resolver a inequacdo (2x+4)(x— 1) > 0, basta observar a representagdo grafica das
fungdes dadas por f(x) =2x+4 e g(x) = x — 1. Temos que ambas as fungdes, f e g, sdo crescentes. Assim,
f(x) >0, parax > —2e f(x) <0, para x < —2; g(x) >0, parax > 1 e g(x) <0, para x < 1. Portanto,
f(x)g(x) >0 parax < —2, uma vez que ambas as fun¢des ndo sdo positivas, nesse intervalo, e para x > 1,
uma vez que, nesse intervalo, ambas as fun¢des ndo sdo negativas. Note que, para —2 < x < 1, f(x) é
positivo e g(x) é negativo, o que acarreta f(x)g(x) < 0. Portanto, x € (—oo, —2]U[1,e0). Um esquema para
facilitar a visualizacdo da soluc¢do € dado pela Figura 8.6.

e
— 2 0 Vx f _ + +
2 — — +
-2
12 - — -
Figura 8.5: Grdfico da funcdo f, dada por Figura 8.6: Esquema para resolucdo da inequa-
flx)=—x-2. ¢do (2x+4)-(x—1)>0.
Exemplo 8.6 Resolver a inequagio
1 < 1
2x+1 7 1—x
Resolucao:
1 1 1 1 <0 —3x 0.

< <~ — = ————<
2x+1 7 1—x 2x+1 1—x— (2x+1)(1—x) —
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1
Fagamos f(x) = —3x, g(x) =2x+ 1 e h(x) = 1 — x. As raizes de f, g e h sdo, respectivamente, 0, —= e
1. Note que devemos ter g(x) # 0 e h(x) # 0, uma vez que nao hd divisdo por zero. Temos que f(x) <0

1
para x > 0 e f(x) > 0 para x < 0, uma vez que f é decrescente; g(x) < 0 para x < —5¢ g(x) > 0 para
1
x> —»umavez que g é crescente; h(x) < 0 parax > 1 e h(x) > 0 parax < 1, uma vez que i é decrescente.

Assim, para x < _%, f(x) >0, g(x) <0eh(x) >0, o que produz g(i:)(;zx)
g(x) >0 e h(x) > 0, o que produz g(f:)(;clEX) > 0; para 0 <x <1, f(x) <0, g(x) >0 e h(x) >0, o que
g(f:)(;lzx) < 0; para x> 1, f(x) <0, g(x) >0 e h(x) <0, 0 que produz g(i)(zzx)

il < 1=, para todo x < —5 ou para todo 0 <x < 1, ou seja, x € (—oo,—%)U[O,l).

1
<0;para—§ <x<0, f(x) >0,

produz > (. Portanto,

Funcdo Linear e Proporcionalidade

A fungdo linear f: R — R, dada pela féormula f(x) = ax, é o modelo matemético para problemas de
proporcionalidade [17].

Uma proporcionalidade ¢ uma fungdo f : R — R tal que, para quaisquer nimeros reais ¢ e x, tem-se
f(ex) = cf(x) (proporcionalidade direta). Se f(cx) = cf(x) para todo c e para todo x, entdo, escrevendo
a= f(1), tem-se f(c) = f(c.1) = ca, ou seja, f(c) = ac, para todo ¢ € R. Temos entdo f(x) = ax para todo
x € R. Logo, f é uma fungao linear.

Nota 8.1 A proporcionalidade inversa é dada pela fungdo definida por f(x) = g
X

Nota 8.2 S¢6 é possivel empregar a regra de trés se a fun¢do em questdo é uma funcao linear (proporcionali-
dade direta) ou se a fungdo é dada como na nota anterior (proporcionalidade inversa).

A Funcdo Quadrdtica

Uma func¢do polinomial f : R — R é chamada de fungdo quadrdtica quando existem constantes a,b,c € R,
com a # 0, tais que f(x) = ax® + bx + ¢, para todo x € R.

Proposicdo 8.1 [17] Sejam f, g: R — R duas fungdes definidas por f(x) = ax> +bx+c e g(x) =
a'x*>+b'x+c. Se f e g assumem os mesmos valores, em trés pontos distintos x1, x» e x3, entdo essas fungdes
sdo iguais, isto €, assumem o mesmo valor para qualquer nimero real x .

Demonstracdo: Suponhamos que as fungdes f e g, dadas por f(x) = ax®> +bx+c e g(x) =
d'x* +b'x + ¢/, assumam os mesmos valores para trés ndmeros reais distintos xj, x, € x3, ou
seja, f(x1) =g(x1), f(x2) = g(x2) e f(x3) = g(x3). Entdo f(x1) —g(x1) =0, f(x2) —g(x2) =0e
f(x3) —g(x3) =0. Escrevendo a =a—d', B =b—b"e y=c— ¢/, temos

ot +Bx; +y=0

axi+Bx+y=0

axi+Px3+y=0

Subtraindo a primeira equagdo de cada uma das outras, no sistema acima, tem-se

oo =)+ B(xa —x1) =0
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€
2 2 -0
o(x5—x7)+B(x3—x1)=0.

Como x; —x; # 0 e x3 —x1 # 0, podemos dividir a primeira dessas equac¢des por x; —xj; € a
segunda, por x3 — x1, obtendo
o(x+x)+p =0

OC(xl +X3) +ﬁ =0.

Subtraindo membro a membro, temos
o(x3 —xp) =0.
Como (x3 —x3) # 0, resulta que o = 0. Substituindo nas equagdes anteriores, obtemos sucessiva-
mente § =0e y=0. Portanto,a=d,b=>b"ec=.
Proposicdo 8.2 A equagio do segundo grau, a uma incgnita
ax* +bx+c=0, a#0,

tem as solugdes

o —b+Vb?—4ac
a 2a '

Demonstracdo: Considere ax? + bx +c¢ =0, com a # 0. Entio, dividindo todos os termos por
a, obtemos

Completando quadrados, temos
2 b +b2 c+b2:> b * b —dac
Xt —xt—=—+— Xt+— ) =—5—.
a  4d? a 4a? 2a 4a?

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros , resulta

b Vb2 —4dac

T T 2
de onde
—b+Vb?—4ac
x= .
2a

A férmula acima é conhecida como férmula resolutiva da equacdo de segundo grau.

O termo A = b? — 4ac é conhecido como discriminante da equacio do segundo grau. Se A > 0, a equagio
tem duas raizes reais distintas; se A < 0, a equacdo nao possui raizes reais; e se A = 0, as duas raizes sio
iguais (ou seja, a equacao possui uma Unica raiz real).

Nota 8.3 Para a resolugdo de uma equagdo de segundo grau, ndo é obrigatério o uso da férmula resolutiva.
Como vimos na demonstracdo da Proposi¢@o 8.2, podemos utilizar a técnica de completar quadrados,
conforme o exemplo a seguir.

2 2
Exemplo 8.7 x? —3x+2=0 < < —3) —§+2:0<:> <x—) =
3

1
x:EiE <—— x=2o0ux=1.
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Proposi¢cdo 8.3 Na equacdo do segundo grau a uma incégnita

ax* +bx+c=0, a#0,

b c
a soma das raizes é S = —— e o produto das raizes ¢ P = —.
a a

Demonstracdo: Sejam

—~b+ VA
2a

—b—+VA
2a
as raizes da equacdo ax” 4+ bx+ ¢ = 0, com a # 0. Entio,

—b+\/K+ —b—vVA —2b b
2a 2a  2a

<—b+\/Z> (—b—ﬂ) b —(b? —dac) ¢
P=r-rn= . = = -.

ry =

S=r+nrn=

2a 2a

Em decorréncia da Proposicio 8.3, se a = 1, entdo a equagdo quadratica x> + bx + ¢ = 0 pode ser escrita na
forma x2 — Sx+ P = 0. Em particular, se A > 0, a média das raizes é —b/2a, ou seja, as raizes rj e r; sdo0
equidistantes do ponto —b/2a. Se A = 0, a equagdo possui uma Unica raiz (raiz dupla), igual a —b/2a. Se
A < 0, a equagdo possui duas raizes complexas conjugadas e, ainda assim, a média das raizes é —b/2a.

Proposicdo 8.4 Seja a equacio quadrética ax® + bx +c = 0, a # 0. Entdo, r é uma das raizes da equacio
se, e somente se, x — r € um fator do primeiro membro.

Demonstracdo: Seja f(x) = ax? + bx+ c. Como r é uma raiz de f(x) = 0, podemos escrever

f(r)=ar* +br+c=0.

Temos
f(x) = f(r) = ax® + bx+c— (ar’ + br+c),
ou seja,
fx)=0=a(x*—r*)+bx—r).
Onde

f(x) = (x—r)la(x+r)+b],
o que nos diz que x — r é um fator de f(x).

Reciprocamente, se x — r é um fator de f(x), podemos escrever

f(x) = (x=r)P(x),

em que P(x) é o outro fator.
Para x = r, esta tltima relagéo nos diz que f(r) =0, o que significa que r é uma raiz de f(x) = 0.

Sejam ry e r, raizes da equagio quadrdtica ax? + bx -+ c = 0. Pela Proposigdo 8.4, x — r| e x — r, sio fatores
de ax? 4+ bx+c. Assim,

(x—r)(x—r) = (x—_b—i_\/K) (x—_b_\/g> = (x—l—b—\/Z) <x+b+\/g>.

2a 2a
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Donde

b\ _Pdac b BB dac
2a 4a? a  4ad?>  4a?  4a%’

(x—r)(x—r2) = <x+ L

ou seja,

b ¢ 1
(x—r1)(x—r2) :x2+;x+5 = ;(axz—l—bx—i—c).

Logo, podemos escrever a fungio quadritica f(x) = ax® + bx + ¢ na forma fatorada

fx)=alx—r))(x—r).

Exemplo 8.8 Fatorar f(x) = 6x> — 5x — 6. Resolugdo: As raizes de 6x> —5x — 6 = 0 sdo

_ 5+25+ 144 5413

X

12 12
Isso implica que
18 3
ri — = =
12 2
e
8 2
T TRy
Portanto,
3 2 3 2
— _ = _ =2. — — — = (2x — 2).
f(x) 6<x 2> <x+3> 3<x 2) <x+3> (2x—3)(3x+2)
~ iy 43
Exemplo 8.9 Encontrar a equagéo quadrética cujas raizes sdo 3¢

Resolucdo: A equacdo pode ser expressa na forma

6-)-

3 4
xz—Zx—gx—f—l:O,

Entdo, ela é dada por

ou seja,

25

2

x4+ 1=
x 12x+ 0

€, consequentemente,
12x2 —25x+12 = 0.

Nota 8.4 A equacio do Exemplo 8.9 pode ser obtida também utilizando-se a férmula x> — Sx +P = 0 de
soma e produto das raizes.

Proposicdo 8.5 A fungio quadritica f : R — R, definida por f(x) = ax? + bx + ¢, assume o mesmo valor
f(x) = f(x') para x # X’ se, e somente se, x e x’ sdo equidistantes de —b/2a.

Demonstracdo: Seja

b\? b2
f(x):ax2+bx+c:a(x+2a) +c——.

Assim, f(x) = f(x') se, e somente se,

x—l—ﬁ 2— x/—|—£ i
2a) 2a)
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Agora, observe que
<x+2ba>2: (x’+2ba>2 = (x+2l;>2— (x’+2ba>2:0 =
(o) (- (2) (022 -0 = it -

Como x # x’, obtemos
b x+x b

r_ b __v
X = a<:> 2 2a’

Proposicdo 8.6 A fungio quadritica f : R — R, dada por f(x) = ax® + bx + ¢, assume um valor maximo
ou minimo igual a ¢ — b? /4a = —A/4a, quando x = —b/2a. Esse valor é méximo, quando a < 0, e é minimo,
quando a > 0.

Demonstracdo: Vimos que f(x) = ax? + bx + ¢ pode ser escrita como

+— by’ + »
alx c——
2a d4a’
Examinemos essa dltima relagdo para os casos a > 0e a < 0.
Se a > 0, entdo a primeira parcela é sempre ndo negativa e as demais sdo constantes. Como a
primeira parcela depende de x, a fun¢do ndo possui um valor maximo, ja que pode se tornar tao
grande quanto se queira, bastando para isso tomar um valor (absoluto) suficientemente grande para
x. Mas tem um valor minimo, quando

+ AN 0

X _— =
2a ’

ou seja, para x = —b/2a. Esse valor minimo é

Se a < 0, entdo a primeira parcela é sempre ndo positiva e as demais sdo constantes. Como a
primeira parcela depende de x, a fung¢@o néo possui um valor minimo, bastando para isso tomar um
valor suficientemente grande para x. Mas tem um valor médximo para x = —b/2a que é

8.2.4 Grdfico da Funcdo Quadrdtica

O gréfico da fungdo quadritica f : R — R, definida por f(x) = ax*> + bx+c, é uma curva denominada
pardbola. Se a > 0, a pardbola tem a concavidade voltada para cima e se a < 0, a pardbola tem a concavidade
voltada para baixo, como na Figura 8.7.

De acordo com o que vimos até agora, a parabola que representa a funcio quadrética f : R — R, definida
por f(x) = ax* +bx+c, é simétrica em relaciio i reta de equacio x = —b/2a. A reta de equagio x = —b/2a
€ chamada eixo de simetria da pardbola. O ponto V é chamado vértice da pardbola e tem coordenadas
V =(—b/2a,—A/4a); se a > 0,V recebe o nome de ponto de minimo e sua ordenada y = —A/4a representa
o valor minimo que a fun¢@o quadratica pode assumir; se a < 0, V se chama ponto maximo e sua ordenada
y = —A/4a representa o valor maximo que a fung¢@o quadratica pode assumir.

Além disso, se A > 0, a fungdo tem duas raizes reais distintas; isso significa que o grafico corta o eixo Ox
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[ [

y

0, ¢) 0,0

x=-b/2a

(e)
v
=
~
(e)

Figura 8.7: Grdfico de uma funcdo quadrdtica f, dada por f(x) = ax* +bx+c, quando a >0 e a < 0.

A 4

v
v
v

\/ X 0 X 0 x
0

Figura 8.8: Esbogo do grdfico de uma fun¢do quadrdtica, quando a > 0, para A >0, A=0e A <O.

em dois pontos distintos. Se A = 0, hd uma tnica raiz (raiz dupla), o que significa que o grafico da func¢éo
apenas tangencia o eixo Ox. Se A < 0, a funcdo ndo possui raizes reais, o que significa que o grafico da
funcdo ndo toca o eixo Ox. Veja Figura 8.8.

Assim, ao elaborar o esbo¢o do grafico de uma fungdo quadritica, muitas vezes é importante destacar os
pontos V, o intercepto y (o ponto de ordenada c) e os interceptos x (0s pontos cujas abscissas sdo as raizes da
funcdo), se existirem.
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8.3 Funcdo Modular

Antes de definir funcdo modular, vamos recordar o conceito de médulo ou valor absoluto dado na Defini¢ao
6.7.

8.3.1 Moddulo ou Valor Absoluto de um Nimero Real

Definicdo 8.1 Dado x € R, define-se o mddulo ou valor absoluto de x, que se indica por |x|, como sendo

x, sex>0,
x| =
—x, sex<O.

Nota 8.5 Geometricamente, o médulo de x é a distancia de x ao zero.
Exemplo 8.10 Com base no conceito de médulo, temos:
a) [5]=35;
b) |0] =0;
) |-3|=—(-3)=3.
Proposicdo 8.7 Decorrem da Definicéo 8.1 as seguintes propriedades:
a) x| >0,VxeR;
b) |x| = 0 se, e somente se, x = 0;
©) -yl =Ixl- |y, Vx.y €R;
d) x> =x3, VxeR;

e) [x+y| < |x[+]y

,Vx,yeR;

D[] =l <=y Vx, y eR;

g) |x| <r se, e somente se, —r < x < r, para quaisquer x, r € R, com r > 0;

h) |x| > r se, e somente se, x < —r ou x > r, para quaisquer x, r € R, com r > 0.

Demonstrac@o: Demonstraremos somente a propriedade g). A demonstra¢do das demais
propriedades é deixada como exercicio. Considere x € R.
Se x > 0, entdo

x| <r <= x<r <= —r<0<x<r < —r<x<r
Agora, se x < 0, vemos que
x| <r <= —x<r <= —r<x<0<r <= —r<x<r

Portanto, a demonstracdo do item g) estd completa.
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Nota 8.6 As propriedades g) e h) da Proposicdo 8.7 continuam vdlidas se trocarmos < por <, ou seja,
dados x, r € R, com r > 0, temos:

x| <r < —r<x<r

ii) x| >r <= x<—-roux>r.

8.3.2 Funcdo Modular

Definicdo 8.2 A funcéo f: R — R, definida por f(x) = |x|, recebe o nome de fun¢do modular.

O gréfico da funcdo modular € a reunifio de duas semirretas de origem 0, que s@o as bissetrizes do primeiro e
do segundo quadrantes. Veja a representa¢@o do grafico da fun¢do modular na Figura 8.9.

8.3.3 Equacodes e Inequacoes Modulares

Considere r € R, com r > 0. Dado x € R, segue-se, da definicdo de médulo, que

|x| =r <= x=roux=—r

=V

Figura 8.9: Grdfico da funcao modular.

Exemplo 8.11 Resolva cada equagdo modular dada a seguir.
a) [3x+2|=4
b) [2x—3|=3x—1

Resolucdo:

a)[3x+2[=4 <= 3x+2=40uldx+2=—-4 < 3x=20udx=—-6 < xz%oux:—Z.
Portanto, |3x+ 2| = 4 se, e somente se,xz%oux:—Z.
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b) Primeiramente, notamos que se |2x — 3| = 3x — 1, entdo 3x — 1 > 0, ou seja, x > % Por outro lado,
temos:
2x=3|=3x—1 <= 2x—3=3x—1ou2x—3=-3x+1 <= —x=20udx=4 < x=-2
ou x = 3-

Logo, |2x — 3| = 3x— 1 se, e somente se, x = %

Exemplo 8.12 Resolva as inequacdes seguintes.
a) [x—2| <1
b) |x—3| <2
o) [x+4| <1
d) x+2[>3
e) |2x+6| <8
) [3x+2| >4

Resolugdo: A solucdo de cada inequagao serd obtida mediante a aplicacdo dos itens g) e h) da Proposigao 8.7
e da Nota 8.6.

Ax—2|<] <= —1<x-2<1] <<= —14+2<(x—2)+2< 142 <= 1<x<3.
Assim, |x —2| < 1 se, e somente se, 1 <x < 3.

b)[x—3]<2 «—= —2<x—-3<2 < 1<x<5.
Portanto, |x — 3| < 2 se, e somente se, | <x <35.

o) x+4|<1 <= —-1<x+4<] < —5<x<-3.
Entdo, [x+4| < 1 se, e somente se, —5 < x < —3.

d)|x+2]>3 <= x+2<-30ux+2>3 < x<—50ux> 1.
Consequentemente, |x+2| > 3 se, e somente se, x < —5 oux > 1.

e) 2x+6/ <8 <= [2-(x+3)| <8 < 2] [x+3| <8 <= 2-|x+3| <8 = [x+3| <4 =
-4 <x4+3<4 —= —T<x<l.
Logo, |2x+ 6| < 8 se, e somente se, —7 < x < 1.

W

f)3x+2|>4 <= 3x+2<—-4o0u3x+2>4 <= 3x<—-60u3x>2 < x<—20ux>
Desse modo, |3x + 2| > 4 se, e somente se, x < —2 ou x > %
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Funcdes Exponencial e Logaritmica

Nesta secdo, discutiremos as propriedades de potenciacdo e logaritmos, bem como as fun¢des exponenciais e
logaritmicas, conforme apresentado em ([18], [19]).

Propriedades de Potenciacdo

Dados a € R e n € Z, definimos a poténcia n-ésima de a da seguinte forma:

n—gl.q sen>2.

Sea#0,

Quandon € N,

n vezes
ou seja, a elevado ao nimero natural n significa multiplicar o nimero a por ele mesmo n vezes. O niimero a
¢ chamado de base, e n é chamado de expoente.

Exemplo 8.13
a) 22=2.2=4;

b) 22=2.2.2=38.

Proposicdo 8.8 Considere a e b nimeros reais positivos. Entdo, para quaisquer x,y € N, sdo vilidas as
seguintes propriedades de potenciagdo:

a)a*-a =a"";
b) (a*) = a*”;
¢) (ab)* =a*-b*.
Demonstracdo: A demonstragio dessas propriedades € feita por indugdo:

a) Seja X = {n € N;a*-a" = a*™}, em que a é um niimero real positivo. Vemos que 1 € X,

pois @* -a' = a*-a = a**!, pela prépria defini¢io. Supondo que k € X, como hipétese de inducio,
temos a* - a* = a*™*. Queremos mostrar que k + 1 € X. De fato,
& -d = o (ak_a) _ (ax_ak) ca=at*. 4= a(x+k)+1 _ ax+(k+1).

Portanto, k+ 1 € X. Dessa forma, a* - @’ = a*”, para todo nimero real a > 0 e para quaisquer
x,y € N. Deixaremos como exercicio a demonstrac¢o dos itens b) e c).



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construgdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 111

Nota 8.7 A Proposi¢io 8.8 pode ser estendida para expoentes inteiros.

Exemplo 8.14
1 1 1
2_2 = —n= — = —
2) 2 22 &
1 1 1
273:—:7:—‘
b) 23 2:2-2 8

Proposicdo 8.9 Considere a e b nimeros reais positivos e x,y € Z. Entdo, sdo vdlidas as seguintes
propriedades de potenciacgao:

a)a*-a =a"";
b) (a*) = a™;

o) (ab)* = a*-b*;

5

a’
Demonstracdo: a) Considerando x > 0 e y > 0, recaimos no item a) da Proposi¢éo 8.8.
Sex<0ey<0,entdo —x >0e —y > 0, assim,
RIS SR N SN S

a* a>¥ a7y a—(JC+y)

A igualdade também se verifica para os demais valores de x e de y.

d)

X 1
—=a-—=ad"-aV=a".
a’ a’

Deixaremos como exercicio a demonstra¢do das propriedades b) e ¢).

IS

- . - L. .a
Nota 8.8 A divisdo de um nimero ndo nulo por ele mesmo é igual a 1, ou seja, — = 1. Dessa forma, pela
a

propriedade d) da Proposi¢io 8.9, temos a*~* = 1 e, portanto, a” = 1. [8].

Definicdo 8.3 Considere a € R, a > 0, e n € N. Definimos a raiz n-ésima de a como sendo o nimero real
positivo b, tal que b" = a, que escrevemos como b = y/a. Esse conceito pode ser estendido para nimeros
reais negativos, desde que n seja um nimero natural impar.

Exemplo 8.15
a) V16 = +4, pois (+4)> = (+4)- (+4) = 16 e (—4)> = (—4) - (—4) = 16;

b) v—8= —2, pois (—2)° = —8.

Proposicdo 8.10 Considere a e b nimeros reais positivos. Se m,n, p € N, entdo

a) {/a-/b=a-b;
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\’7& \/E
by Y2 — o/
)\’713 b’

d) (//a) = "/a;
&) Y = Rfarm.

Demonstracdo: a)Sex=/aey= /b, entiox" =aey" =b. Logo,a-b=x"-y" = (x-y)".
Como x-y > 0, concluimos que x -y = +/a - b. Portanto, /a- /b =x-y= /a-b.

Deixamos como exercicio a demonstracao dos itens b), ¢), d) e e).

Nota 8.9 O expoente pode ser um niimero natural, inteiro, racional ou irracional e cabe ao leitor verificar
as demais possibilidades.

8.4.2 Funcdo Exponencial

Considere o seguinte problema para motivar o conceito de funcio exponencial: Em 2014, R$ 200,00 foram
depositados numa conta poupanca, com um rendimento anual de 3,4% ao ano. Qual serd o valor obtido em
5 anos? Para isto, vamos esquematizar os cdlculos numa tabela.

] Ano ‘ Saldo | Rendimentos ‘ Operagoes ‘
2014 | 200,00 0 -
2015 | 206,80 6,80 200 +200(0,034) = 200(1,034)
2016 | 213,83 7,03 200(1,034) 4+ 200(1,034)(0,034) = 200(1,034)>
2017 | 221,10 7,27 200(1,034)% +200(1,034)%(0,034) = 200(1,034)*
2018 | 228,62 7,52 200(1,034)% +200(1,034)3(0,034) = 200(1,034)*
2019 | 236,39 7,77 200(1,034)* +200(1,034)*(0,034) = 200(1,034)°

Continuando este processo, depois de n anos, o saldo na conta serd igual a S = 200(1,034)". Ou seja, o valor
acumulado é de aproximadamente R$236,39. A aplicac¢@o bancaria S = 200(1,034)"” é um exemplo prético
de uma fungdo exponencial F, definida por F(x) =200(1,034)*, x € R, restrita ao conjunto dos niimeros
inteiros ndo negativos. Nesse caso, o valor constante 1,034 é chamado de base, e x é chamado de expoente.

Definicdo 8.4 Considere a € R, coma > 0e a # 1. Diz-se que f : R — R, definida por f(x) = a* é uma
funcdo exponencial na base a e expoente x.

Exemplo 8.16 O esbogo do grifico da fungéo exponencial f : R — R, definida por f(x) = 2*, é dado na
Figura 8.10.

1 X
De forma anéloga, consideramos a fun¢@o exponencial f : R — R, definida por f(x) = <2> , cujo grafico

estd representado na Figura 8.11.
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Figura 8.10: Funcdo exponencial na base 2. Figura 8.11: Fungdo exponencial na base 1/2.

8.4.3 Funcdo Exponencial Natural

A fungdo exponencial natural é definida por f : R — R tal que f(x) =¢*,emque Ry = {x € R | x> 0}.
A base é o nimero de Euler ¢ e x € um niimero real qualquer. O nimero e € irracional e seu valor é
de aproximadamente 2,718281828, com nove casas decimais. Ele € chamado de nimero de Euler, em
homenagem ao matemdtico Sui¢co Leonhard Euler.

1 X
O ndmero e é o nimero para o qual tende a quantidade (1 + ) , quando o médulo de x,
X

x|, assume

valores suficientemente grandes. Esse nimero aparece na modelagem de muitos fendmenos naturais,
fisicos e econdmicos, facilitando muitos cédlculos, como veremos em alguns exemplos. Os gréficos da
fun¢do exponencial natural f, dada por f(x) = €*, e da fungéo g :] — e, —1[ U |0, +oo[— R, definida por

1 X
g(x) = <1 + ) , estdo representados nas figuras 8.12 e 8.13, respectivamente.
X

'//l
0

a— *

Figura 8.12: Grdfico da funcdo f. Figura 8.13: Grdfico da funcdo g.

Fungdes do tipo y = pe™ aparecem em muitos modelos, como juros compostos, crescimento populacional,
decaimento radioativo, variagdo de temperatura, etc. Dizemos que p € um valor inicial, a é uma taxa de
crescimento e x € o tempo. Se o modelo for econdmico, p é chamado de capital inicial, a € a taxa de juros e x
¢ o tempo, que pode ser em horas, dias, anos, etc. Se o modelo for variacdo de temperatura, p € a temperatura
inicial, a € a taxa de crescimento ou decaimento da temperatura, e x 0 tempo.

Essa fungdo aparece como solug@o de alguns tipos de Equagdes Diferenciais Ordindrias, um ramo da
Matematica que procura modelar esses fendmenos por meio de uma equagao.

Exemplo 8.17 Calcule o rendimento de R$200,00 numa poupanga, com uma taxa de 3,4% ao ano, em
cinco anos.

. 3,4
Nesse caso, p = 200, a = 3,4%, que podemos escrever como ndmero racional a = ﬁ ou sua representacao

decimal a = 0,034, e x = 5. Assim, y = 200e(0:034)5 — 200017, Portanto, o valor de y (em reais) €&,
aproximadamente, 237, 06.

Observe que esse valor é muito proximo ao obtido no exemplo da Secéo 8.4.2 e que a fungdo y = pe™ se
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parece muito com o modelo econémico S = 200(1,034)", da mesma se¢@o.

8.4.4 Logaritmo

Nesta secdo, estudaremos o logaritmo, a func¢éo logaritmica e suas propriedades.

Definicdo 8.5 Sejama > 0, a # 1, e b > 0 dois nimeros reais. O nimero real x, tal que
a =b,

¢ chamado de logaritmo de b na base a, que indicamos por log, b = x. Assim,

log,b =x < a* =b.

Exemplo 8.18 Temos:

a) log, 4 = 2, pois 22 = 4;
1 1
b) logZE =—1,pois27! = 5;

¢) logs 1 =0, pois 5° = 1.
Nota 8.10 Observe que a* = b <> log, b = x <> al°%? = b,

Proposicdo 8.11 Considere a, b € R, de modo que a >0, b >0, a # 1 e b # 1. Entio, sdo validas as
seguintes propriedades de logaritmo:

a) log,(a - B) =log, o + log, B, para quaisquer a, B € R, com ¢, § > 0;

b) log, af = B -log, o, para quaisquer ¢, 3 € R, com & > 0;

o
c) log, B =log, a —log, B3, para quaisquer ¢, B € R, com o, > 0;

log, o
d) log, o = logb ,paratodo a € R, com o > 0 (Mudanga da base a para a base b).
Ogb a
Demonstracdo: a) Temos: x =log,ax & ax =a* ey =log, < B =a. Assim, - =a*-

@ =a ", ouseja, a-f =a. Logo, x+y =log,(c- ) e, portanto, log,ax+log,f = log,(a - B).
b) Se B =0, entdo a igualdade se verifica. Agora, sejam x = log, aPey=p -log, o, com
Yy

X, ou seja, a* = otf e aB = a. Tsso implica que

0. Segue-se que a* = af e log, o0 =
‘B

v\ B
@ =abf =|ab = ¢”. Como uma consequéncia, x =y e, portanto, log, af =B -log, o.

o o
¢) Considere x = log, B y=log, e z=1log,B. Isso implicaque a* = —, a =a’ e f = a*.

B
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. o
De onde a* = % = a¥"%. Assim, x =y —z e, portanto, log, E =log, o —log, B.

d) Considere x =log, , y =log, & ¢ z =logpa. Isso implica que a* = o, oc = b e a = b*. Como
7 # 0, pois a # 1, observamos

y ooy
a=b =) =az.
log, o
Portanto, x = X, ou seja, log, o = gib.
z log, a

DefinicGo 8.6 Sejaa € R,a >0ea # 1. Diz-se que f : R} — R, definida por f(x) = log,x é uma fungdo
logaritmica na base a.

Nota 8.11 O dominio da fungdo logaritmica é o conjunto dom(f) = R% = {x € R;x > 0}.

Exemplo 8.19 O grifico da funcdo logaritmica f : R — R, definida por f(x) = log, x, estd representado
na Figura 8.14.

De forma andloga, consideramos a fungao logaritmica f : R — R, definida por f(x) = log, /2%, cujo gréfico
estd representado na Figura 8.15.

¥

Figura 8.14: Funcdo logaritmica na base 2. Figura 8.15: Funcdo logaritmica na base 1/2.

Logaritmno Natural

O logaritmo natural ocorre quando a base for o nimero de Euler e, que indicamos por In, ou seja, In = log,.
Nesse caso, temos as seguintes condigdes:

y=lhxse'=x e elnx:x,VxeRj_.
Exemplo 8.20 Determine o valor de k € R, tal que e?* = 4.

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros da equagio e** = 4, obtemos:

e =4 & Ine** =1n4 < 2klne = In4.
In4

Como Ine = 1, segue-se que 2k = In4, ou seja, k = -

As Inversas das Funcdes Logaritmicas, Exponenciais e Afim

Com base no Capitulo 2, Proposi¢do 2.5, uma funcio serd inversivel se, e somente se, possuir inversa a
direita e a esquerda.
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Como exemplo, considere as fungdes: f: R% — R, definida por f(x) =log,x; e g: R — R, definida por
g(x) =2

Note que
F(g(x) = £(2%) = log, 2" = x,¥ x € R = Im(f).

Logo, a funcio g é uma inversa a direita de f e, portanto, f é sobrejetiva. Além disso,
g(f(x) = gllogyx) = 2°8% = x,V x € R, = dom(f).

Assim, a funcdo g é uma inversa a direita de f e, portanto, f € injetiva. Como f € injetiva e sobrejetiva,
concluimos que f € bijetiva, sendo g a sua inversa. Os grificos das fungdes f e g estdo representados na
Figura 8.16.

Figura 8.16: f ¢ g na base 2. Figura 8.17: f e g na base 1/2.

Geometricamente, o grafico da fungdo f € simétrico ao gréafico da sua inversa g em relacdo a reta de equacdo
y = x. Essa reta é chamada de eixo de simetria, devido a esse comportamento geométrico.

1 X
De forma andloga, a inversa da fungdo f, definida por f(x) =log, , x, € a fungdo g, dada por g(x) = <2> ,

e vice-versa, cujos graficos estdo representados na Figura 8.17.

Exemplo 8.21 Considere a fungdo afim f : R — R, definida por f(x) =2x+ 1, e suainversa g: R — R,

1
dada por g(x) = % 5 cujos graficos estdo representados na Figura 8.18.

N =
N —

Figura 8.18: Grdficos da funcdo f, dada por f(x) =2x+ 1, e da sua inversa g, dada por g(x) =



Fundamentos de Matematica para Licenciatura - Da Construcdo dos NUmeros as Fungdes Reais de Variavel Real 117

8.5 Fungoes Trigonométricas

Primeiramente, vamos definir as fung¢des trigonométricas para um angulo agudo. Posteriormente, esses
conceitos serdo estendidos para um angulo qualquer, conforme apresentado em [20].

8.5.1 As Funcoes Trigonométricas do Angulo Agudo

Consideremos um angulo AOB = 6, com 0 < 6 < 7, e tracemos a partir dos pontos Ay, Az, A3, etc. da
semirreta OA, perpendiculares A|By, A2B>, A3B3, etc. a semirreta OB. Os tridngulos OA 1B, OA>B,, OA3B3,
etc, sdo semelhantes por terem os mesmos angulos (Figura 8.19).

Figura 8.19: Tridngulos retdngulos semelhantes definidos a partir do dngulo 0

Nessas condig¢des, as relacdes entre lados correspondentes ndo dependem dos comprimentos envolvidos,
mas apenas do angulo 6. Essas rela¢des, conhecidas como relacdes trigonométricas no triangulo retangulo,

b1
permitem definir, para 0 < 6 < > as funcodes

_Ai1By  AB, A3B3
 0A, OA, 0A; 7

sen(0)

0) OB, OB, OBj3
cos = = = —
OA, OA, OA3

ey

em que AB indica a medida do segmento AB. Essas funcdes de 6, denominadas seno e cosseno, respec-
tivamente, sdo chamadas fungdes trigonométricas e nao sdo independentes. A relagdo seguinte aparece
naturalmente:

cos*(0) +sen*(0) =1 (8.1)

Com efeito, considere um angulo 6 de vértice O e um tridngulo OAB, retangulo em A (Figura 8.20). Usando
os conceitos de seno e de cosseno, e aplicando o Teorema de Pitdgoras, obtemos

0A>2+ <AB>2_ (0A)’+ (AB)>  (0B)’

2 2
0)+ 0)=|— —
cos”(0) + sen”(0) (03 o8
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B

: [
0 A

Figura 8.20: Tridngulo OAB, retdngulo em A

8.5.2 Extensoes dos Conceitos das Fungoes Trigonométricas

Os conceitos das fungdes trigonométricas seno e cosseno, até entdo, definidos para 0 < x < 7, serdo
estendidos de modo que sen(x) e cos(x) possam ser definidos para todos os nimeros x € R e que seja
mantida a relagio bésica, dada por cos®(x) 4 sen?(x) = 1. Para isto, consideremos em R? o circulo unitdrio,
ou circulo trigonométrico, dado por

S'={(a,b) eR?* | ® +b* =1}.

O circulo pode ser percorrido em dois sentidos. Quando um deles € escolhido e denominado positivo,
dizemos que o circulo estd orientado. Tradicionalmente, escolhemos o sentido anti-horério e fixamos no
circulo unitério orientado um ponto A, chamado origem dos arcos (Figura 8.21).

51

Figura 8.21: Circulo unitdrio orientado

Definimos a medida algébrica de um arco AB deste circulo como sendo o comprimento desse arco, associado
a um sinal positivo se o sentido de A para B for anti-hordrio; e negativo, em caso contrario. Essa medida
serd denotada por m(AB), com —271 < m(AB) < 27. Agora, fixado um ponto A € S', considere a fungdo
E:R — S', que associa cada x € R a um ponto de P € S!, do seguinte modo

(PeS', tal que m(AP) =x, se —27 < x < 2m;

E(x)=1{ PeS', tal que m(AP) = (x—2kr), se 2kn <x<2(k+1)m, comk € N; (8.2)

PeS', tal que m(AP) = (x+2km),  se —2(k+1)w <x< —2km, comk € N.
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Exemplo 8.22 Por exemplo, temos
a) E (g) =P e S' tal que m(AP) = g;

5 5
b) E(f) =pes! talquem(AP):g—ang;

5 5
¢) E (;) — Pe S tal que m(AP) = 77” yom= fg

Note que, se x > 2km ou x < —2k7, com k € N, o circulo S terd sido percorrido um nimero k de vezes, a
partir de A até P. Entdo, E(x) retorna o ponto P de parada, independentemente do nimero de voltas dadas.
Por outro lado, dado um ponto P € S', ele é a imagem pela fungio E, de uma infinidade de niimeros reais
(Figura 8.22), todos eles da forma

x+2kw,comkcZ e 0<x<?2m.

—~
=

F x + 4

Fx + 2

51

Figura 8.22: Exemplo de P = E(x) = E(x+ 2km)

Definicdo 8.7 No sistema de coordenadas cuja origem é o centro de S', considere o ponto A = (1,0)
e a funcdo E, dada pela Equacdo 8.2. Para cada x € R, as coordenadas de P = (P,,P,) € S', tal que
E(x) = P, serdo, por defini¢do, chamadas cosseno de x e seno de x, indicadas por cos(x) = P, e sen(x) = Py,
respectivamente. Assim, temos as funcdes cos : R — R e sen : R — R tais que

i) cos(x) =P,, onde E(x) = (P;,P);

ii) sen(x) =P,, onde E(x)= (Py,Pp).

Por defini¢do, E(x) é um ponto de P € S', como indicado na Figura 8.23.
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N R

sen x

cos x O A

Sl

Figura 8.23: A funcéo E associaax € R um P € S' tal que m(AP) = x.

Observe que esta defini¢ao coincide com a anterior, quando 0 < x < 7. De fato, com base na Figura 8.24,
percebemos que

N

v

=]
]

Sl

Figura 8.24: As definicoes de cos(x) e sen(x) dadas em i) e ii) coincidem com as defini¢oes da Se¢do 8.5.1

O Exemplo seguinte ilustra alguns casos de como as fungdes trigonométricas sdo dadas em termos de
coordenadas de pontos no circulo unitério.

Exemplo 8.23 Alguns casos da fungio E:
i) E(0) = (cos(0),sen(0)) = (1,0);

0 £(2) = (o () s (2)) =00

iii) E (7)) = (cos(x),sen(m)) = (—1,0);
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) E (32”) - <c0s (32”> Jsen (-”2”)) = (0,-1);

v) E(2m) = (cos(2m),sen(2m)) = (1,0).

Como todo ponto P = (cos(x),sen(x)) de S' estd a uma distancia 1 da origem, a relagdo dada pela Equagdo
8.1 continua vélida, ou seja,

cos*(x) + sen*(x) = 1.

A nova definicdo, portanto, estende a primeira e mantém as relacdes bdsicas. Naturalmente, para
qualquer nimero inteiro k, e para todo ndmero real x, sen(x 4 2km) = sen(x) e cos(x+ 2km) = cos(x), pois
E(x+2krm) = E(x), pela definicdo. Esse fato significa que as fungdes seno e cosseno sdo periédicas com
periodo 27, ou seja, se conhecemos o comportamento dessas fungdes no intervalo real [0, 27], passamos a
conhecer imediatamente como essas fungdes se comportam em todos os intervalos seguintes, ou anteriores,
de comprimento 2. Isso significa que o gréifico da funcgéo f, definida por f(x) = sen(x) no intervalo
[0,27], é exatamente o mesmo em qualquer intervalo da forma [2k7,2(k + 1)x], para k € Z. Logo, podemos
restringir o estudo dessas fungdes ao intervalo [0,27], que corresponde ao estudo das coordenadas dos
pontos alcancados com exatamente uma volta no circulo trigonométrico.

Proposicdo 8.12 Para todo x € R, valem as seguintes propriedades:

i) —1 <sen(x) <1
i) —1<cos(x)<1;
iii) sen(—x) = —sen(x);

iv) cos(—x) = cos(x).
Demonstracdo: Exercicio.
Além das propriedades dadas na Proposicao 8.12, diversas outras propriedades serdo deduzidas como uma
consequéncia da proposicdo seguinte.
Proposicdo 8.13 Para todo a,b € R, vale

cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b).

Demonstracdo: Considere, no circulo trigonométrico, S', os pontos P e Q de modo que
E(a) = Pe E(b) = Q (Figura 8.25). Assim, temos que P = (cos(a),sen(a)) e Q = (cos(b),sen(b)).
A distancia d entre P e Q é dada por

d= \/(cos(a) —cos(b))? + (sen(a) — sen(D))?
d* = cos*(a) — 2cos(a)cos(b) + cos* (b) + sen*(a) — 2sen(a)sen(b) + sen® (b)
d*> =2 —2(cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b))
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Figura 8.25: Cosseno da diferenca entre dois dngulos

Por outro lado, mudando o sistema de coordenadas, girando os eixos de um angulo b em torno da
origem (Figura 8.26), observamos que nesse novo sistema o ponto Q tem coordenadas Q = (1,0) e
o ponto P = (cos(a—b),sen(a—b)). Calculando outra vez a distancia entre P e Q, deduzimos que

d* = (1—cos(a—b))*+ (0 —sen(a—b))*
d? =2—2cos(a—D).

Igualando os valores de d?, chegamos a

cos(a—Db) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b).

'y

Figura 8.26: Mudanca do sistema de coordenadas girando os eixos de um dngulo b em torno da origem

Outras férmulas sdo obtidas da que acabamos de demonstrar, como veremos no préximo resultado.

Proposicdo 8.14 Como consequéncia da dltima proposi¢do, temos, para quaisquer a,b € R, as seguintes
identidades trigonométricas:
i) cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(D);
ii) sen(a+b) = sen(a)cos(b)+ sen(b)cos(a);
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iii) sen(a—b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a);

(
iv) sen(a+7%) = cos(a);
V) cos(a+ %)= —sen(a);
Vi) sen(2a) = 2sen(a)cos(a);
vii) cos(2a) =1— 2sen’® (a), isto é, senz(a) = 1—c3s(2a)‘

Demonstracdo:

i) Trocando b por —b na Proposi¢ao 8.13 e usando a Proposi¢do 8.12, obtemos
cos(a+b) = cos(a)cos(—b) + sen(a)sen(—b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).
ii) Como, para todo x € R, sen(x) = cos(5 —x), percebemos que
sen(a+b) = cos(§ — (a+b))
=cos((5 —a)—b)
= cos(§ —a)cos(b) +sen(5 — a)sen(b)
= cos(5 —a)cos(b) —l—cos(f —(§ —a))sen(b)
= sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b).
iii) Trocando b por —b no item ii), temos
sen(a — b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a).
iv) Exercicio.
v) Exercicio.
vi) Exercicio.
vii) Exercicio.

8.5.3 Funcoes Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante

A partir das fungdes seno e cosseno, definem-se as funcdes tangente (tg), cotangente (ctg), secante (sec) e
cossecante (csc) da seguinte forma

D 1500 = e cos(x) £0

b) crg(o) = S s sen(e) £ 0
¢) sec(x) = ml(x) se cos(x) #0;
d) ese(x) = —— se sen(x) #0.

Assim como nas fungdes seno e cosseno, os valores que cada uma das demais funcdes trigonométricas
assumem, para determinado angulo x, podem ser associados a segmentos no ciclo trigonométrico, conforme
ilustrado na Figura 8.27. Fixado o angulo x, pode-se mostrar que:
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Figura 8.27: Circulo trigonométrico e sistema de coordenadas com origem no centro do circulo.

Diferentemente das fungdes seno e cosseno, as demais fungdes trigonométricas ndo sio definidas para todo
x real. Por exemplo, a fun¢@o tangente ndo é definida para x tal que cos(x) = 0. A Tabela 8.5.1 resume o
dominio, imagem, periodo e grafico de cada uma das fungdes trigonométricas.

8.5.4 Funcgoes Trigonométricas Inversas

Vimos, no Capitulo 2, que uma fun¢do deve ser bijetiva para ser inversivel. As func¢des trigonométricas, por
serem periddicas, ndo sdo injetiva. De fato, por exemplo, temos sen(x) = sen(x + 27) para todo x € R. O
mesmo acontece com todas as fungdes trigonométricas. Porém, restringindo-se o dominio a um intervalo
onde imagens ndo se repetem, obtemos uma restricao injetiva para cada fun¢do trigonométrica. A partir
dessa restricdo, definem-se as inversas para as respectivas fungdes trigonométricas, que recebem os nomes
de arcsen,arccos,arctg,arccot,arcsec,arccsc, conforme abaixo:

a)arcsen: [—1, 1] = [-F, 7], com arcsen(y) =x  tal que sen(x) =y;
b) arccos : [—1, 1] — [0, 7], com arccos(y) =x  tal que cos(x) =y;
o) arctg : (—oo, ) — (=5,7), comarctg(y) =x  talquezg(x)=y;

d) arccot : (—oo0,00) — (0, 7), com arccot(y) =x  tal que cot(x) =y;
e) arcsec : (—oo, —1]U[l,00) = [0,5)U(F, 7],  comarcsec(y)=x tal que sec(x) =y;
f) arccsc : (—oo, —1]U[l,00) = [=F,0)U(0, 5], comarccsc(y)=x  tal que csc(x) =y.

Exemplo 8.24 Como exemplo, temos as seguintes relagdes entre as fung¢des trigonométricas e suas
respectivas inversas:
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a)sen(g)zl = arcsen 1 :E
6 2 2 6

) == 2 —
cos 4 ) = arccos ) 4

c)ig (g) =3 = arctg(\/3) = g

Exemplo 8.25 Por serem inversas umas das outras, a composi¢io de fungdes trigonométricas com suas
inversas levam a identidades. Por exemplo, sen(arcsen(y)) =y e arccos(cos(x)) = x.
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Tabela 8.5.1: Resumo das funcdes trigonométricas
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